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Реферат 

 

Отчет 43 с., 1 ч., 62 источника, 4 прил. 

Тема: ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ТЕОРЕТИКО-ГРАФОВЫЕ МОДЕЛИ В ПРОБЛЕМАХ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ РАДИОЧАСТОТ В СЕТЯХ СОТОВОЙ СВЯЗИ, ТЕОРИИ КОДИРОВА-

НИЯ И КРИПТОГРАФИИ, АНАЛИЗЕ СЕТЕЙ, ОБРАБОТКЕ И ПЕРЕДАЧИ ДАННЫХ 

Ключевые слова: ТЕОРИЯ ГРАФОВ; РАСКРАСКА ГРАФОВ; ДЕКОМПОЗИЦИЯ 

ГРАФОВ; ИНВАРИАНТЫ ГРАФОВ; ТЕОРИЯ КОДИРОВАНИЯ; ДИСТАНЦИОННО РЕ-

ГУЛЯРНЫЕ КОДЫ; СОВЕРШЕННЫЕ РАСКРАСКИ; БУЛЕВЫ ФУНКЦИИ; БЕНТ-

ФУНКЦИИ; КЛАСТЕРНЫЙ АНАЛИЗ.  

Основным объектом исследования являются актуальные проблемы дискретной мате-

матики и ее приложений.  

Основной целью проекта является получение научных результатов мирового уровня, 

позволяющих укрепить позиции российской школы  в области теоретических направлений в 

дискретной математике и информатике (теория графов и ее приложения, методы эффектив-

ного кодирования и передачи информации, защита информации, анализ данных и распозна-

вание образов). Важной целью проведения работ является привлечение научных сотрудни-

ков, студентов и аспирантов к современным передовым методам и подходам в научно-

исследовательской работе в указанных областях, что будет способствовать повышению эф-

фективности и устойчивости российских научных коллективов. 

В процессе работ использовались классические и современные методы теории графов, 

методы оптимизации и дискретного анализа, методы теории кодирования, а также новые 

подходы участников проекта. 

В результате фундаментальных исследований 2 этапа получены новые результаты 

мирового уровня.  

1. Доказано, что каждый плоский граф без 4-циклов предписанно ациклически 5-

раскрашиваем, что является усилением шести зарубежных работ в этом направлении. 

2. Доказана гипотеза Ванга и Ли о существовании больших радужных паросочетаний в 

графах с раскрашенными ребрами и большой минимальной цветовой степенью. 

3. Описаны почти d-вырожденные гиперграфы с хроматическим числом d+1.  

4. Получены новые нижние оценки на размер полного минора в n-вершинных графах с 

данным числом независимости. 

5. Нйдены точные оценки на максимальную среднюю степень графа, которые гаранти-

руют, что вершины графа можно раскрасить в два цвета таким образом, что макси-
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мальная степень подграфа, порожденного вершинами первого цвета, не превосходит j, 

а вершинами второго цвета – не превосходит k.  

6. Доказано, что любой n-вершинный граф с числом независимости α содержит минор 

полного (n/(2–c)α)-вершинного графа K(n/(2–c)α), где c > 1/19.2. 

7. Получены новые бесконечные серии совершенных раскрасок графов Джонсона J(n,4) 

и J(n,5) из систем троек и четверок Штейнера порядка n. Показано, что всякая рас-

краска вершин половинного графа дистанционно-бирегулярного графа, индуцирован-

ного совершенной сбалансированной 2-раскраской второго половинного графа, явля-

ется совершенной. 

8. Получена новая бесконечная серия совершенных прополинейных кодов, нижняя 

оценка числа совершенных прополинейных кодов, найден транзитивный непрополи-

нейный код. 

9. В терминах совершенных структур охарактеризованы коды с параметрами трижды 

укороченных 1-совершенных двоичных кодов. Доказано, что соответствующие рас-

ширенные коды (с расстоянием 4) всегда порождают совершенную раскраску (регу-

лярное разбиение) вершин гиперкуба в шесть цветов. 

10. Получен список параметров совершенных 2-раскрасок для ряда бесконечных серий 

транзитивных кубических графов, в том числе для всех графов с числом вершин, не 

превосходящем 18. 

11. Описаны все дистанционно регулярные раскраски бесконечной квадратной решетки. 

12. Разработан метод получения совершенных раскрасок из уже имеющихся путем инду-

цирования. С помощью этого метода найдены новые конструкции совершенных 2-

раскрасок графов Джонсона. 

13. Установлены регулярные свойства укороченных 1-совершенных коды кодов, что дало 

возможность классифицировать такие коды длины 12 Вычислена группа автоморфиз-

мов Z2Z4-линейных 1-совершенных двоичных кодов. 

14. Получено описание всех бент-функций на минимальном расстоянии от квадратичной 

бент-функции. Подсчитано количество таких бент-функций. Предложена нижняя 

оценка количества бент-функций на минимальном расстоянии от бент-функций из 

класса Мэйорана–Мак-Фарланда. 

15. Получена новая итеративная нижняя оценка числа бент-функций. 

16. Для задачи о двух коммивояжерах на минимум с различными  весовыми функциями 

ребер, принимающими значения 1 и 2, построены следующие приближенные алго-

ритмы: a) алгоритм c оценкой точности 7/5 (без учета аддитивной константы) и куби-
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ческой временной сложностью. б) алгоритм c оценкой точности 4/3 (без учета адди-

тивной константы) и временной сложностью O(n^5).  

17. Для задачи о двух коммивояжерах на максимум построен приближенный алгоритм c 

оценкой точности 7/9 и кубической временной сложностью. Для случая, когда весовая 

функция принимает значения в промежутке [1,q], получена модификация указанного 

алгоритма, имеющая оценку точности (7q + 3)/(9q + 1). 

18. Показана NP-полнота задачи о наименее плотном разрезе и предложены полиноми-

альные алгоритмы её решения для некоторых классов графов, в частности, для графов 

пересечений единичных интервалов и для графов с ограниченной древесной шири-

ной. 

Степень внедрения – результаты исследований используются в образовательном про-

цессе Новосибирского государственного университета при чтении общих и специальных 

курсов «Теория графов», «Дискретная математика», «Совершенные структуры»,  «Теория 

графов и алгоритмы», «Теория кодирования», «Анализ данных и распознавание образов». 

Полученные результаты носят фундаментальный характер и, прежде всего, являются 

вкладом в общую математическую теорию.  

Эффективность и значимость работ, помимо чисто научных результатов, заключается 

в подготовке молодых ученых, непосредственно участвовавших в работах наряду с признан-

ными специалистами, и способствуют закреплению в сфере науки и образования научных и 

научно-педагогических кадров.  

В развитии результатов третьего этапа в последующих работах этого направления 

следует ожидать формирование эффективного инструментария для исследования проблем 

дискретной математики, использующего новые подходы и постановки задач. 

В результате исследований по ряду направлений получены новые фундаментальные 

результаты мирового уровня, часть из которых доложена на научных форумах и подготовле-

на к печати.   
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Обозначения и сокращения 

 

ИМ СО РАН  – Институт математики им. С.Л. Соболева Сибирского отделения Российской 

академии наук. 

НГУ – Новосибирский государственный университет. 
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Введение 

Выполнение НИР направлено на проведение фундаментальных исследований в облас-

ти анализа теоретико-графовых моделей в проблемах анализа сетей, теории кодирования и 

криптографии, обработке и передачи данных. Основной целью НИР проекта является полу-

чение научных результатов мирового уровня, позволяющих укрепить позиции российской 

школы  в области теоретических направлений в дискретной математике и информатике (тео-

рия графов и ее приложения, методы эффективного кодирования и передачи информации, 

защита информации, анализ данных и распознавание образов).  Одной их целей проведения 

работ является привлечение научных сотрудников, студентов и аспирантов к современным 

передовым методам и подходам в научно-исследовательской работе в указанных областях, 

что будет способствовать повышению эффективности и устойчивости российских научных 

коллективов. 

В запланированных исследованиях по этапу 2 делается анализ поставленных задач, и 

проводятся поисковые исследования в области анализа теоретико-графовых моделей, иссле-

дования алгоритмической сложности экстремальных дискретных задач, построения кодов 

различных типов и бент-функций. По результатам исследований подготовлены научно-

методические материалы для публикаций. 
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1. Анализ поставленных задач. Поисковые исследования в области анализа теоретико-

графовых моделей, исследования алгоритмической сложности экстремальных дискретных 

задач, построения кодов различных типов и бент-фунций 

В рамках работ второго этапа НИР основной акцент сделан на исследование конкрет-

ных проблем в теории графов и смежных вопросах теории кодирования, в области обработ-

ки, передаче и защите информации, в анализе данных и распознавании образов 

В отчете приведено описание работ по пунктам календарного плана в соответствии с 

техническим заданием. 

 

1.1. Раскраска графов и смежные вопросы. 

Структура многих информационных и вычислительных систем естественно модели-

руются графами и их обобщениями (гиперграфами). Современное развитие информационно-

телекоммуникационных технологий приводит к появлению новых постановок задач в облас-

ти теории и методов раскраски графов. В теоретических исследованиях проблемы распреде-

ления радиочастот в мобильных сетях связи используется следующая теоретико-графовая 

модель. Вершины плоского графа (источники) должны быть раскрашены (получить частоты) 

так, чтобы цвета (целые числа) любых двух вершин, находящихся друг от друга на расстоя-

нии 1, отличались не менее чем на p, а вершин на расстоянии 2 – не менее чем на q. Таким 

образом, нахождение (p,q)-дистанционного хроматического числа позволяет минимизиро-

вать количество занятых частот. На практике p  q, поскольку с увеличением расстояния ин-

терференция волн ослабевает. При p = 1 и q = 2 возникает задача 2-дистанционной раскраски 

плоских графов. Это направление теоретических исследований в теории графов в настоящее 

время интенсивно развивается и имеет перспективные приложения для построения и анализа 

структур телекоммуникационных сетей. Интересным типом раскраски, возникающей в при-

ложениях (кодирование) является инъективная раскраска. Она похожа на 2-дистанционную, 

только соседние вершины можно красить в одинаковый цвет. В области теории раскраски 

графов и ее приложений коллектив исполнителей ведет активную работу много лет (см., на-

пример, публикации [1-15]), а в теории плоских графов является одним из ведущих в мире. 

В этом направлении работ по 2 этапу получены следующие результаты: 

1. Бородин и др. (2002) высказали гипотезу, что каждый плоский граф предписанно 

ациклически 5-раскрашиваем и доказали, что 7 цветов достаточно. В пяти зарубежных рабо-

тах она подтверждена для следующих классов плоских графов: без 3- и 4-циклов, без 4- и 5-

циклов, без 4- и 6-циклов, без 4-циклов и хордальных 6-циклов, без 4-циклов и 3-циклов на 

расстоянии менее 3 друг от друга, а также без 4-циклов и пересекающихся 3-циклов. Также 



 11 

доказано, что плоские графы без 4-циклов предписанно ациклически 6-раскрашиваемы. До-

казано, что каждый плоский граф без 4-циклов предписанно ациклически 5-раскрашиваем, 

что является совместным усилением шести зарубежных работ в этом направлении. 

2. Получена точная верхняя оценка 2D – 1 для реберного 2-дистанционного хромати-

ческого числа плоских графов с достаточно большим обхватом, где D – максимальная сте-

пень графа. 

3.  Доказана предписанная ациклическая 4-раскрашиваемость плоских графов, не со-

держащих ни 3-циклов, смежных с циклами длины не более 6, ни 4-циклов, смежных с цик-

лами длины не более 7 (все известные ранее достаточные условия ациклической 4-раскра-

шиваемости полностью запрещали 4-циклы). 

4. Граф G является (j,k)-раскрашиваемым, если можно так разбить его вершины на два 

множества V1 и  V2, что в подграфе G[V1] степень каждой вершины не превышает j, а в G[V2] 

степень каждой вершины не превышает k.  Доказано, что при k ≥ 2j+2 каждый граф с наи-

большей средней степенью не более 2(2–(k+2)/(j+2)(k+1)) является  (j,k)-раскрашиваемым.  С 

другой стороны, построены графы с наибольшей средней степенью сколько угодно близкой 

к 2(2–(k+2)/(j+2)(k+1)), которые не являются (j,k)-раскрашиваемыми. 

 На самом деле доказан еще более точный результат: найдено наилучшее достаточное 

условие для (j,k)-раскрашиваемости графа G в терминах минимума, j,k(G), величины 

j,k(W,G) = (2–(k+2)/(j+2)(k+1))|W| – |E(G[W])| по всем подмножествам W множества V(G). 

Конкретно, доказано, что каждый граф G с j,k(G) > –1/(k+1) является (j,k)-раскрашиваемым. 

С другой стороны, построено бесконечно много не (j,k)-раскрашиваемых графов G с 

j,k(G) = –1/(k+1).  

5. В развитие предыдущего результата, доказано, что каждый граф с наибольшей 

средней степенью не более 14/5 является (1,1)-раскрашиваемым. С другой стороны, построе-

ны графы с наибольшей средней степенью сколько угодно близкой к 14/5, которые не явля-

ются (1,1)-раскрашиваемыми. Это, в частности, улучшает результат Хавета и Серени. Отме-

тим, что результат отличается от того, который получился бы подстановкой j=k=1 в преды-

дущий результат.  

6. Гипотеза Хадвигера утверждает, что любой граф с хроматическим числом k содер-

жит минор полного k-вершинного графа Kk. Эта гипотеза доказана только для k ≤ 6. Неиз-

вестно даже, существует ли (хотя бы маленькое) число c > 0 такое, что любой граф с хрома-

тическим числом k содержит минор полного ck-вершинного графа Kck. Близкая к ней гипоте-

за утверждает, что любой n-вершинный граф с числом независимости α содержит минор 

полного (n/α)-вершинного графа Kn/α. Фокс доказал, что любой n-вершинный граф с числом 
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независимости α содержит минор полного (n/(2–c)α)-вершинного графа K(n/(2–c)α), где  c > 

1/57. Нами доказан более сильный  результат с c > 1/19.2. 

7. Гиперграф называется d-вырожденным, если каждый его непустой подграф имеет 

вершину степени (в этом подграфе) не более d. Каждый d-вырожденный гиперграф легко по-

красить в d+1 цвет. Гиперграф G является почти d-вырожденным, если сам G не является d-

вырожденным, но каждый его собственный подграф является d-вырожденным. В частности, 

если G является почти d-вырожденным, то после удаления любого ребра получившийся ги-

перграф является (d+1)-раскрашиваемым. Изучены и охарактеризованы почти d-

вырожденные гиперграфы, которые нельзя раскрасить в d+1 цвет. По определению каждый 

такой гиперграф является (d+1)-критическим по раскраске.  

8. Пусть G – гиперграф с раскрашенными ребрами. Тогда радужным подграфом в G 

называется подграф, все ребра которого раскрашены разными цветами. Цветовой степенью 

вершины v в графе с раскрашенными ребрами называется число разных цветов, используе-

мых на ребрах, инцидентных с v. Ванг и Ли выдвинули гипотезу, что при k ≥ 4 каждый граф 

с раскрашенными ребрами и минимальной цветовой степенью k содержит радужное паросо-

четание с как минимум k/2  ребрами. Правильно раскрашенный K4 не имеет такого паросо-

четания, в связи с чем возникло ограничение k ≥ 4  в гипотезе. Ли и Ксу доказали, что гипо-

теза справедлива для некоторых других правильно раскрашенных полных графов. Позже Ле 

Солнер, Стокер, Венгер и Вест доказали гипотезу для четных k. В настоящем проекте гипо-

теза доказана полностью. 

 

1.2 Экстремальные структуры и построение кодов. 

Множество A с заданной на нём n-арной операцией q(x1,..., xn): A
n
→A называется n-

арной квазигруппой порядка |A|, если в уравнении x0 = q(x1, ..., xn) любые n элементов из x0, 

x1, ..., xn однозначно задают оставшийся элемент. В этом случае, согласно принятым в лите-

ратуре обозначениям, n-арной квазигруппой порядка |A| называют также операцию q. Как 

следует из определения, n-арная квазигруппа обратима по каждому из n аргументов (в случае 

конечного множества A это свойство можно взять за определение), причём обратные функ-

ции также являются n-арными квазигруппами. n-Арная квазигруппа называется разделимой, 

если она представляется в виде бесповторной суперпозиции квазигрупп меньшей арности, 

где порядок переменных в суперпозиции не обязан совпадать с исходным порядком аргу-

ментов квазигруппы. Подфункция n-арной квазигруппы, полученная фиксацией одной или 

нескольких переменных,  является квазигруппой меньшей арности (размерности) и называ-

ется ретрактом исходной n-арной квазигруппы. 
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Таблица значений n-арной квазигруппы называется латинским n-кубом.  Известно, 

что любой латинский прямоугольник  дополняется до латинского квадрата (теорема Кёнига - 

Холла). В работах Кочела, Маккея и Ванлесса построены примеры  латинских параллелепи-

педов любого порядка большего чем 4, не дополняемых до  латинских гиперкубов. 

Пусть Q(n,k) - число n-арных квазигрупп порядка k. Известно,  что любая нераздели-

мая n-арная квазигруппа порядка 4 является полулинейной. Число полулинейных квазигрупп 

также было вычислено ранее.  При помощи   теоремы о классификации получена рекуррент-

ная формула для чисел Q(n,4). Продолжены исследования по асимптотической оценке числа 

n-арных квазигрупп порядков больших 4. 

В этом направлении получены следующие результаты: 

1. Доказано, что если все (n–2)- и (n–1)-мерные ретракты n-арной квазигруппы поряд-

ка p разделимы, то и сама квазигруппа является разделимой. Если число p является простым, 

то для разделимости n-арной достаточно разделимости всех её (n–1)-мерных ретрактов.  

2. Доказано, что любой набор попарно совместимых (нигде не совпадающих) n-арных 

квазигрупп порядка 4 дополняется до (n+1)-арной квазигруппы. Другими словами, любой 

латинский параллелепипед размера 4×4×... ×4×k, где k = 1,2,3 достраивается до латинского 

гиперкуба.  

3. Доказано, что при любых n> 2 и k>4 справедливы неравенства ((k–3) (k–1)/2)
n/2 

 < 

log2 Q(n,k) < ck(k–2)
n
, где ck не зависит от n. Таким образом, верхняя асимптотическая грани-

ца для чисел Q(n,k) улучшена при любых k > 4, нижняя – при нечётных k > 6. 

4. Доказано, что бесконечномерная квазигруппа порядка 4 является разделимой 

(представимой в виде суперпозиции) или полулинейной на каждом смежном классе по мно-

жеству аргументов с конечным носителем. Предложена конструкция неизмеримых по Лебегу 

множеств, основывающаяся на бесконечномерных квазигруппах. 

Совершенным кликосочетанием в k-значном n-мерном кубе называется разбиение 

вершин куба на непересекающееся одномерные грани. В булевом  n-мерном кубе понятие 

совершенного кликосочетания совпадает с понятием совершенного паросочетания. Совер-

шенное кликосочетание называется точным, если в каждой двумерной грани содержится 

ровно один элемент кликосочетания. 

Булевозначная функция называется корреляционно-иммунной порядка m, если её 

единицы равномерно распределены по граням размерности n–m. Булевозначная функция на-

зывается совершенной раскраской, если её единицы регулярно распределены по шарам ра-

диуса 1, а именно количество единиц в шаре зависит только от значения функции в центре 

шара. Бент-функциями  называются булевы функции максимально удалённые от множества 
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линейных функций. Компонентой функции будем называть множество вершин, на котором 

функция отличается от другой функции с теми же параметрами.  

Получены следующие результаты: 

5. Доказано, что число  совершенных кликосочетаний в k-значном n-мерном кубе вы-

ражается как k-мерный перманент  массива смежности некоторого гиперграфа. Вычислен 

порядок логарифма числа совершенных кликосочетаний в k-значном n-мерном кубе равный 

k
n
ln(n)  при любом натуральном k и n→∞. Построены точные кликосочетания при k равном 

степени двойки и n=2k. 

6. Показано, что для любого из перечисленных комбинаторных объектов мощность 

компоненты в промежутке между 2
k
 и 2

k+1 
может принимать только значения вида 2

k+1
- 2

p
, 

где p принимает значения между 0 и k, а 2
p 

- минимальная мощность компоненты для комби-

наторного объекта с теми же параметрами. Для бент-функций доказано существование ком-

понент любой мощности из данного спектра. Для совершенных раскрасок с некоторыми па-

раметрами и корреляционно-иммунных функций найдены компоненты некоторых  из ука-

занных выше мощностей. 

 

1.3 Совершенные раскраски и коды 

Под совершенной раскраской в m цветов (совершенной m-раскраской) графа G с мат-

рицей A понимается раскраска множества вершин графа G в множество цветов 1,..,m такая, 

что число вершин цвета j, смежных с фиксированной вершиной цвета i, не зависит от выбора 

последней вершины и равно aij. Матрица A называется  матрицей параметров совершенной 

раскраски. Основной задачей является поиск новых совершенных раскрасок различных гра-

фов, особый интерес представляют совершенные 2-раскраски графов Джонсона. Отметим, 

что полностью регулярные, в том числе совершенные коды могут быть определены как со-

вершенные раскраски. Полностью регулярные коды обладают хорошими алгебро-

комбинаторными свойствами и включают в себя многие известные коды, такие как, совер-

шенные, расширенные совершенные, Препараты, некоторые  БЧХ и другие [16-30].  

Дистанционно-бирегулярным графом G называется двудольный граф, каждая верши-

на которого является полностью регулярными кодом; массивы пересечений двух вершин 

совпадают, если эти вершины принадлежат одной доле. Соединив вершины, находящиеся на 

расстоянии 2 в G, получим два графа, именуемых половинными графами дистанционно-

бирегулярного графа G. Известно, что половинные графы дистанционно-бирегулярного гра-

фа являются дистанционно-регулярными. Примером дистанционно-бирегулярного графа яв-

ляется граф, индуцированный совокупностью вершин графа Хэмминга H(n,2), имеющих вес 

d и d+1. Половинными графами такого графа являются графы Джонсона J(n,d) и J(n,d+1). Со-
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вершенную 2-раскраску половинного графа G’ дистанционно-бирегулярного графа G назо-

вем сбалансированной, если вершины второго половинного графа G’ имеют ровно 2 различ-

ных цветовых состава окрестностей в графе G. 

Полученные результаты: 

 1. Показана связь совершенных раскрасок половинных графов дистанционно-бирегу-

лярных графов и существование новых совершенных 2-раскрасок графов Джонсона J(n,w).  

2. Доказано, что раскраска вершин графа G’, при которой вершины одного цветового 

состава красятся в один цвет, является совершенной раскраской в 2 цвета, найдены парамет-

ры раскраски. На основе вышеописанных результатов получена новая серия совершенных 2-

раскрасок графов Джонсона J(n,4) и J(n,5) из систем троек и четверок Штейнера.    

 Среди транзитивных кодов можно особо выделить прополинейные коды, как коды, 

наиболее близкие к групповым, так как они позволяют определить групповую операцию на 

кодовых словах. Код называется прополинейным, если существует набор подстановок px, где  

x из C, что (i) Для любого x выполняется: px+px(C)=C  (ii) Для любых кодовых слов x и y вы-

полняется: px+px(y)=px py. Нетрудно видеть, что свойство (i) эквивалентно транзитивности кода 

C. Используя теоретико-групповую терминологию, свойство (ii) можно переформулировать 

следующим образом: группа автоморфизмов кода С содержит регулярную подгруппу, дейст-

вующую транзитивно на всех его кодовых словах. Последнее свойство позволяет определить 

бинарную операцию на кодовых словах кода С: x*y=x+px(y), относительно которой код C 

образует группу. Очевидно, что группа, задаваемая операцией *, зависит от выбора подста-

новок px. Такую группу называют прополинейной структурой на коде С. Отметим, что для 

одного кода может существовать большое количество как различных, так и неизоморфных 

прополинейных структур на нем. Это говорит о потенциальной возможности использования 

прополинейных кодов на практике в криптографии - в аналогах таких криптосистем, как 

криптосистемы Мак-Элиса и Ниддерайтера. Отдельно среди прополинейных структур на ко-

де можно выделить нормализованно-прополинейные, для которых px=py тогда и только тогда 

когда x+y принадлежат ядру кода С. Коды с такими прополинейными структурами называ-

ются нормализованно-прополинейными. Поиск прополинейных структур является предпоч-

тительным с вычислительной точки зрения и, возможно, с практической, для применения в 

асимметричных криптосистемах. Среди основных проблем и задач, связанных с прополи-

нейными кодами можно выделить нахождение новых прополинейных кодов и получение 

прополинейного нетранзитивного кода. 

Получен следующий результат: 

3. Найдены новые бесконечные серии нормализованно-прополинейных совершен-

ных кодов из транзитивных кодов классификации Малюгина кодов, получаемых из кода 
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Хэмминга одношаговыми свитчингами. Также доказано, что код Беста с параметрами 

(10,40,4) является транзитивным кодом, который не является прополинейным.  

 Пусть Hn – это гиперкуб размерности n. Вершины куба – двоичные наборы длины n; 

вершины смежны, если соответствующие им наборы отличаются ровно в одной координате. 

Весом wt(y) вершины y Hn называется количество единиц в этом наборе. Расстояние Хэм-

минга d(x,y) между вершинами x,y Hn – это количество позиций, в которых x и y различны. 

Будем называть сферой радиуса r с центром в точке x множество 

, а шаром радиуса r с центром в точке x множество 

. Полиномом Кравчука степени r называется полином  

. Отображение  является совершенной рас-

краской вершин куба в k цветов с матрицей параметров  если оно сюрьек-

тивно и для каждых i, j у любой вершины цвета i число соседей цвета j равно . Соответст-

венно раскраска вершин куба в 2 цвета называется совершенной с матрицей парамет-

ров
c

a

d

b
, если каждая вершина первого цвета имеет a соседей первого цвета и b соседей 

второго цвета, а каждая вершина второго цвета имеет c соседей первого цвета и d соседей 

второго.  Подмножество вершин графа называется k-кратным совершенным кодом радиуса r, 

если для каждой вершины шар радиуса r с центром в этой вершине содержит в точности k 

кодовых вершин. В случае k = 1 мы получаем классическое определение совершенного кода. 

Задача перечисления всех параметров n, r, k при которых такие коды существуют, была ре-

шена независимо Зиновьевым, Леонтьевым и Тиетвайненом [17-19]. При произвольном k эта 

проблема еще далека от решения. В соответствии с введенными определениями ставится за-

дача: найти все n, b, c такие, что соответствующая совершенная раскраска будет совершен-

ным k-кодом.  

Полученные результаты. 

4. Установлен критерий, который по параметрам совершенной 2-раскраски двоичного 

n-куба определяет, является ли она кратным совершенным кодом заданного радиуса r > 1 

некоторой кратности. Показано, что существуют кратные совершенные коды любого нечет-

ного радиуса сколь угодно большой длины. 

5.  В терминах совершенных структур охарактеризованы коды с параметрами трижды 

укороченных 1-совершенных двоичных кодов. Доказано, что соответствующие расширенные 

коды (с расстоянием 4) всегда порождают совершенную раскраску (регулярное разбиение) 

вершин гиперкуба в шесть цветов. 
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Коды с параметрами несколько раз укороченных двоичных 1-совершенных кодов 

имеют параметры, близкие к параметрам совершенных кодов. В частности, трижды (и мень-

шее число раз) укороченные 1-совершенные коды являются оптимальными. До настоящего 

времени о множестве всех кодов с такими параметрами больше ничего известно не было.  

Получены следующие результаты. 

6. Установлены регулярные свойства всех таких кодов (варианты дистанционной ин-

вариантности, полной регулярности, корреляционная иммунность характеристической функ-

ции). Это дало возможность классифицировать эти кодов длины 12 при помощи ЭВМ, число 

классов эквивалентности равно 237610. Аналогичный результат получен для дважды укоро-

ченных 1-совершенных кодов. Вычислена группа автоморфизмов Z2Z4-линейных 1-

совершенных двоичных кодов. 

 

1.4 Булевы функции с экстремальными свойствами (бент-функции) 

 Бент-функции – это булевы функции от четного числа переменных, максимально 

удаленные от класса аффинных функций. Впервые бент-функции были рассмотрены О. Рот-

хаусом в 1960-х годах.  Бент-функции имеют большое число приложений: в криптографии, 

теории кодирования, теории информации [38, 39]. Тем не менее, для них до сих пор сущест-

вует много нерешенных проблем. Наиболее важная проблема – описание всех бент-функций. 

Или, в более упрощенном виде,  нахождение конструкций бент-функций. Известно, что лю-

бая квадратичная бент-функция аффинно эквивалентна бент-функции из класса Мэйорана–

Мак-Фарланда. Поэтому интересна более общая задача нахождения нижней оценки количе-

ства бент-функций на минимальном расстоянии от произвольной бент-функции из класса 

Мэйорана–Мак-Фарланда. Проблема определения числа всех бент-функций – булевых функ-

ций от четного числа переменных, максимально удаленных от множества аффинных функ-

ций, – является одной из фундаментальных в этой области. Известно, что разрыв между су-

ществующими нижней и верхней оценками этого числа очень большой. 

В ходе выполнения проекта получены следующие результаты: 

1. Описываются все бент-функции на минимальном расстоянии от квадратичной бент-

функции, а также показывается, что число таких бент-функций от 2k переменных равно 2
k
 · 

(2
1
 + 1) · … · (2

k
 + 1).  

2. Сформулирована гипотеза об оценке количества бент-функций на расстоянии 2
k
 

(минимальное возможное расстояние между двумя различными бент-функциями от 2k пере-

менных) от произвольной бент-функции. 

3. Для работы с булевыми функциями разработана система Boolean Functions. Эта 

система ориентирована на  пользователей-программистов и представляет собой библиотеку 
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классов и функций на языке C++. Она может быть полезна для проведения компьютерных 

экспериментов и тестов, связанных с булевыми функциями. Основное предназначение биб-

лиотеки – работа с булевыми функциями специального вида (бент-функциями). 

 

1.5 Сложностные вопросы анализа данных и распознавания образов 

Качественные и количественные показатели информационно-телекоммуникационных 

систем напрямую связаны с эффективностью и точностью методов решения проблем дис-

кретной оптимизации. Прикладные задачи, на решение которых ориентированы эти системы, 

порождают многообразие редуцированных экстремальных задач, обусловленных обеспече-

нием оптимальности состава, структуры и функционирования самих систем, обработки за-

шумленных потоков телекоммуникационных данных. Многие из этих задач являются типич-

ными представителями класса так называемых труднорешаемых задач. Эта тематика тесно 

связана с задачами теории графов, с экстремальными задачами размещения, покрытия, мар-

шрутизации, упаковки, разбиения, с задачами теории расписаний, математической теории 

анализа данных и распознавания образов [39–47]. 

Конструктивная модель какой-либо содержательной проблемы анализа данных и рас-

познавания образов формулируется в форме задачи оптимизации подходящего критерия или 

функционала (максимума правдоподобия, минимума суммы квадратов уклонений и т.п.), 

адекватно отражающего исходную проблему. Оптимизация этого критерия в комбинации с 

многообразием объективно существующих структур (моделей) анализируемых данных и 

распознаваемых объектов порождает разнообразие редуцированных экстремальных задач, к 

которым сводится поиск оптимального решения. При этом сходные в содержательном плане 

проблемы сводятся к отличающимся экстремальным задачам. Зачастую простейшие и давно 

известные содержательные проблемы анализа структурированных данных и распознавания 

образов, типичные для актуальных приложений, сводятся к решению экстремальных задач, 

статус сложности которых неизвестен. Знание сложности решаемой задачи имеет решающее 

значение для возможности построения эффективных алгоритмов обработки структур и дан-

ных. Одной из важных проблем в этой области является определение сложности задач, свя-

занных с поиском подмножеств векторов. 

В отчетном этапе проекта анализировались и исследовались следующие задачи разбиения 

конечного множества векторов, а также выбора подмножеств векторов в конечном множест-

ве векторов евклидова пространства. 
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Задача SVS-FF.  

Дано: множество },,,{ 21 Nyyy Y  векторов из qR , вектор v
qR , натуральные числа 

1M , 2M  и положительное число A . Вопрос: существуют ли такие непустые непересекаю-

щиеся подмножества YY1  и YY2 , мощности которых равны 1M  и 2M  соответствен-

но, что имеет место неравенство  

?),(2||||
1

21

2

1

A
M

YY yu

vyu  

Задача SVS-NF.  

Дано: множество },,,{ 21 Nyyy Y  векторов из qR , вектор v
qR , натуральное число 

M  и положительное число A . Вопрос: существуют ли такие непустые непересекающиеся 

подмножества YY1  и YY2 , что имеет место неравенство  

,),(2||||
||

1

21

2

1

A

YY
Y

yu

vyu  

при ограничении M|| 2Y  на мощность подмножества 2Y ? 

Задача SVS-FN.  

Дано: множество },,,{ 21 Nyyy Y  векторов из qR , вектор v
qR , натуральное число 

M  и положительное число A . Вопрос: существуют ли такие непустые непересекающиеся 

подмножества YY1  и YY2 , что имеет место неравенство  

,}||||),(2{||||
1

21

22 A
M

YY yu

vvyu  

при ограничении M|| 1Y  на мощность подмножества 1Y ? 

Задача SVS-NN.  

Дано: множество },,,{ 21 Nyyy Y  векторов из 
qR , вектор v

qR и положительное 

число A . Вопрос: существуют ли такие непустые непересекающиеся подмножества YY1  

и YY2 , что имеет место неравенство  

?}||||),(2{||||
||

1

21

22

1

A

YY
Y

yu

vvyu  

Задача MSSC-NN.  

Дано: множество },,,{ 21 Nyyy Y  и алфавит },,,{ 21 Kvvv   векторов из 
qR , нату-

ральное число J  и положительное число A . Вопрос: существует ли разбиение множества Y  
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на непустые кластеры JCCC ,,, 21  , KBBB ,,, 21   и ))()((\
kkjj BCYB  такое, что 

имеет место неравенство 

Ak

k

K

k

j

j

J

j

22

1

2

1

||||||||||)(|| yvyyy
yyy BBC

C ?                     (1) 

где 
j

j

j CC
C

y
yy

||

1
)( , Jj ,,2,1  , – центр j -го кластера? 

Задача MSSC-FN.  

Дано: множество },,,{ 21 Nyyy Y  и алфавит },,,{ 21 Kvvv   векторов из qR , нату-

ральные числа JMMM ,,, 21   и положительное число A . Вопрос: существует ли разбиение 

множества Y  на непустые кластеры JCCC ,,, 21  , KBBB ,,, 21   и 

))()((\
kkjj BCYB  такое, что справедливо неравенство, при ограничениях 

jj M||C , Jj ,,2,1  , на мощности кластеров? 

Задача MSSC-NF.  

Дано: множество },,,{ 21 Nyyy Y  и алфавит },,,{ 21 Kvvv   векторов из qR , нату-

ральные числа KNNN ,,, 21   и положительное число A . Вопрос: существует ли разбиение 

множества Y  на непустые кластеры JCCC ,,, 21  , KBBB ,,, 21   и 

))()((\
kkjj BCYB  такое, что имеет место неравенство (1), при ограничениях 

kk N||B , Kk ,,2,1  , на мощности кластеров? 

Задача MSSC-FF.  

Дано: множество },,,{ 21 Nyyy Y  и алфавит },,,{ 21 Kvvv   векторов из qR , нату-

ральные числа JMMM ,,, 21  , KNNN ,,, 21   и положительное число A . Вопрос: существу-

ет ли разбиение множества Y  на непустые кластеры JCCC ,,, 21  , KBBB ,,, 21   и 

))()((\
kkjj BCYB  такое, что справедливо неравенство (1), при ограничениях 

jj M||C , Jj ,,2,1  , и kk N||B , Kk ,,2,1  , на мощности кластеров?  

Основным результатом настоящей работы является установление статуса NP-полноты 

сформулированных выше задач.  

Для приведенных ниже задач построены полиномиальные 2-приближенные алгоритмы.  

Задача VS (Vector Subset). 

Дано: множество },,,{ 21 Nyyy Y  векторов из 
qR  и натуральное число 1M . 

Найти: подмножество YC  мощности M  такое, что целевая функция 



 21 

22 ||||||)(||)( yyy

yy CC

CS

\Y

C , 

где 

Cy

yy
||

1
)(

C
C , минимальна. 

Задача VS-2 (Vector Subset 2). 

Дано: множество },,,{ 21 Nyyy Y  векторов из qR  и натуральное число 1M . 

Найти: подмножество YC  векторов такое, что целевая функция 

2||)(||)( CC

C

yy

y

F , 

где 
CC

C
y

yy
||

1
)( , минимальна, при ограничении M||C на мощность искомого под-

множества. 

Задача MSSC-Case. 

Дано: множество },,,{ 21 Nyyy Y  векторов из qR  и натуральное число 1M . 

Найти: такое разбиение множества Y  на 1MN  непустых кластеров 

121 ,,, MNCCC  , что мощность одного из этих кластеров равна M  и 

min||)(||),,,( 2
1

1

121 j
C

CCCC

j

j

MN

j

MNR yy

y

 , 

где ,1,...,1,
||

1
)( MNj

yj
jC

j
j

C
C yy - центр J -го кластера.  

Задача VS-3 (Vector Subset 3). 

Дано: множество },,,{ 21 Nyyy Y  векторов из qR  и натуральное число 1M . 

Найти: подмножество YC  векторов такое, что целевая функция 

2||||)( zy

yz CC

CH  

минимальна, при ограничении M||C  на мощность искомого подмножества. 

По результатам проведенных исследований на этапе 2 получены следующие результаты. 

1. Доказана NP-полнота некоторых актуальных задач разбиения конечного множества 

векторов, а также выбора подмножеств векторов в конечном множестве векторов евклидова 

пространства по критерию минимума суммы квадратов расстояний.  

2. Предложен 2-приближённый алгоритм для труднорешаемой задачи, к которой сво-

дится одна из проблем разбиения множества векторов евклидова пространства на два под-

множества (кластера) по критерию минимума суммы квадратов расстояний. 
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3. Предложены 2-приближённые алгоритмы для нескольких NP-трудных задач поиска 

подмножества векторов евклидова пространства по критерию минимума суммы квадратов 

расстояний. 

 

1.6 Метрические инварианты графов 

Инвариантом f графа называется функция на графах, принимающая одинаковые зна-

чения на изоморфных графах, т.е. если для графов G и H выполняется G  H, то f(G)=f(H). 

Метрические инварианты графов, определяемые как функции от расстояний между верши-

нами графа, находят многочисленные приложения в областях, для которых изучаемые объ-

екты или отношения между ними моделируются графами. В качестве моделей структуры 

коммуникационных сетей традиционно используются неориентированные или ориентиро-

ванные графы и гиперграфы. Для приближенной характеризации «структурной сложности» 

часто используются интегральные метрические инварианты, которые характеризуют струк-

туру описываемого объекта (разветвленность, компактность) и являются эффективно вычис-

лимыми. Активно применяемым инвариантом является индекс Винера, W(G), определяемый 

как сумма расстояний между всеми парами вершин в графе, где под расстоянием понимается 

длина кратчайшей цепи, соединяющей пару вершин в G. В силу универсальности этого ин-

варианта он используется во многих приложениях – от характеризации молекулярных гра-

фов до оценки компактности сетей. 

Известно, что по заданному графу можно строить новый граф, более значимо отра-

жающий те или иные особенности исходного графа. Одним из таких графов является ребер-

ный граф, порождаемый смежностью ребер в исходном графе. Реберный граф L(G) для графа 

G определяется следующим образом: множество вершин L(G) соответствует множеству ре-

бер графа G, и две различные вершины в L(G)  являются смежными тогда и только тогда, ко-

гда соответствующие им ребра смежны в G. Известно использование инвариантов реберных 

графов для характеризации структурной сложности исходных графов. Итерированный ре-

берный граф определяется как L
n
(G) = L(L

n–1
(G)), где L

1
(G)=L(G). В значительной степени 

теория индекса Винера реберных графов была продвинута в работах участников проекта 

(см., например, [48–52].  

В ходе выполнения работ по этапу 2 сделан обзор по свойствам индекса Винера для 

(итерированных) реберных графов. В обзоре затронуты следующие вопросы: оценки значе-

ний индекса Винера W(L(G)) в зависимости параметров графа G, значение инварианта для 

классов графов. Особое внимание уделяется проблеме сохранения индекса Винера, т.е. вы-

полнению равенства W(G) = W(L
n
(G)). Рассмотрены классы графов, для которых впервые 

выполняется это свойство при n = 1 (би- и трициклические графы). Свойства этих семейств 
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графов порождают два направления исследований – изучение инварианта при увеличении 

цикломатического числа графа (количества циклов) и при увеличении обхвата графа (разме-

ра цикла наименьшей длины).  Систематизированы результаты по квадратичным реберным 

графам (n = 2), в основном, для класса ациклических структур, сформулированы открытые 

вопросы в теории индекса Винера для (итерированных) реберных графов. Обзор принят к 

печати (раздел в книге). 

 

1.7. Оптимизационные задачи на графах и сетях 

Одним из естественных обобщений классической задачи коммивояжера (Traveling 

Salesman Problem – TSP) является задача об m коммивояжерах m-Peripatetic Salesman Problem 

– m-PSP, состоящая в поиске в полном взвешенном неориентированном графе m реберно не-

пересекающихся гамильтоновых циклов с минимальным или максимальным суммарным ве-

сом ребер. Эти задачи исследуются как для произвольной, так и метрической весовой функ-

ции. С тех пор как задача 2-PSP была впервые упомянута в [58], появилось много работ, по-

священных ее исследованию. Было доказано, что задача о существовании двух реберно не-

пересекающихся гамильтоновых циклов в неориентированном графе NP-полна, что влечет 

NP-трудность задачи 2-PSP как на минимум, так и на максимум даже в случае, если веса ре-

бер принимают лишь значения 1 и 2. В [59] рассматривались некоторые полиномиально раз-

решимые случаи задачи на минимум 2-PSP. В работах [60,61] были предложены и проанали-

зированы некоторые способы нахождения нижних и верхних оценок для применения в мето-

де ветвей и границ. В [62] представлен полиэдральный подход к решению задачи m-PSP. 

Ввиду NP-трудности известных модификаций задач TSP и m-PSP большинство работ, по-

священных их исследованию, связано с анализом полиномиально разрешимых случаев а 

также с построением приближенных эвристических алгоритмов и полиномиальных алгорит-

мов (как детерминированных, так и рандомизированных) с гарантированными оценками 

точности для полученного решения.  

В ходе выполнения работ по проекту были получены следующие результаты для за-

дачи коммивояжера: 

1. Для задачи о двух коммивояжерах на минимум различными  весовыми функциями 

ребер, принимающими значения 1 и 2 (задача 2-PSP(1,2)-min-2w) построены следующие 

приближенные алгоритмы: a) алгоритм c оценкой точности 7/5 (без учета аддитивной кон-

станты) и кубической временной сложностью. б) алгоритм c оценкой точности 4/3 (без учета 

аддитивной константы) и временной сложностью O(n^5).  

2. Для задачи о двух коммивояжерах на максимум (задача 2-PSP-max) построен при-

ближенный алгоритм c оценкой точности 7/9 и кубической временной сложностью. Для слу-
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чая, когда весовая функция принимает значения в промежутке [1,q], получена модификация 

указанного алгоритма, имеющая оценку точности (7q + 3)/(9q + 1). 

Важными характеристиками коммуникационных сетей с точки зрения их живучести 

являются их уязвимость и надежность. Эти параметры определяют как сеть продолжает 

функционировать при разрушении ее узлов и связей. В теоретико-графовой модели сети ука-

занным характеристикам живучести соответствуют понятия связности и реберной связности 

графа. Плотностью разреза в графе называется отношение числа имеющихся рёбер разреза к 

их максимально возможному количеству (которое равно произведению мощностей долей 

разреза). Этот параметр является важной характеристикой уязвимости сетей. Задача о наи-

менее плотном разрезе заключается в поиске в данном графе разреза с минимальной плотно-

стью. В этом направлении на этапе 2 получены следующие результаты: 

1. Показана NP-полнота задачи о наименее плотном разрезе и предложены полиноми-

альные алгоритмы её решения для некоторых классов графов, в частности, для графов пере-

сечений единичных интервалов и для графов с ограниченной древесной шириной.  

2. Звёздный индекс графа – это минимальное число звёздных (или пороговых) под-

графов, которыми можно покрыть все рёбра графа,  делённое на число вершин. Найдены не-

которые оценки для звёздного индекса. Доказано, что задача определения его точного значе-

ния является NP-полной. 

 

1.8. Полученные результаты 

Здесь приводится список всех результатов, выполненных в ходе фундаментальных 

поисковых исследований на этапе 2 проекта (из этого списка в заключении указаны только 

результаты мирового уровня).  

1.  Доказано, что каждый плоский граф без 4-циклов предписанно ациклически 5-

раскрашиваем, что является усилением шести зарубежных работ в этом направлении. 

2. Получена точная верхняя оценка 2D – 1 для реберного 2-дистанционного хромати-

ческого числа плоских графов с достаточно большим обхватом, где D – максимальная сте-

пень вершин в графе. 

3.  Доказана предписанная ациклическая 4-раскрашиваемость плоских графов, не со-

держащих ни 3-циклов, смежных с циклами длины не более 6, ни 4-циклов, смежных с цик-

лами длины не более 7 (все известные ранее достаточные условия ациклической 4-раскра-

шиваемости полностью запрещали 4-циклы). 

4. Доказано, что при k ≥ 2j+2 каждый граф с наибольшей средней степенью не более 

2(2–(k+2)/(j+2)(k+1)) является  (j,k)-раскрашиваемым.  Построены графы с наибольшей сред-
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ней степенью сколько угодно близкой к 2(2–(k+2)/(j+2)(k+1)), которые не являются (j,k)-

раскрашиваемыми. 

5. Доказано, что любой n-вершинный граф с числом независимости α содержит минор 

полного (n/(2–c)α)-вершинного графа K(n/(2–c)α), где c > 1/19.2. 

 

6. Изучены и охарактеризованы почти d-вырожденные гиперграфы, которые нельзя 

раскрасить в d+1 цвет. По определению каждый такой гиперграф является (d+1)-

критическим по раскраске.  

7. Полностью доказана гипотеза Ванг и Ли: при k ≥ 4 каждый граф с раскрашенными 

ребрами и минимальной цветовой степенью k содержит радужное паросочетание с как ми-

нимум k/2  ребрами.  

8. Доказано, что если все (n–2)- и (n–1)-мерные ретракты n-арной квазигруппы поряд-

ка p разделимы, то и сама квазигруппа является разделимой. Если число p является простым, 

то для разделимости n-арной достаточно разделимости всех её (n – 1)-мерных ретрактов.  

9. Доказано, что любой набор попарно совместимых (нигде не совпадающих) n-арных 

квазигрупп порядка 4 дополняется до (n+1)-арной квазигруппы. Другими словами, любой 

латинский параллелепипед размера 4×4×... ×4×k, где k = 1,2,3 достраивается до латинского 

гиперкуба.  

10. Для числа n-арных квазигрупп порядка k, Q(n,k),  доказано, что при любых n > 2 и 

k > 4 справедливы неравенства ((k – 3) (k – 1)/2)
n/2 

 < log2 Q(n,k) < ck(k – 2)
n
, где ck не зависит 

от n. Таким образом, верхняя асимптотическая граница для чисел Q(n,k) улучшена при лю-

бых k > 4, нижняя – при нечётных k > 6. 

11. Доказано, что бесконечномерная квазигруппа порядка 4 является разделимой 

(представимой в виде суперпозиции) или полулинейной на каждом смежном классе по мно-

жеству аргументов с конечным носителем. Предложена конструкция неизмеримых по Лебегу 

множеств, основывающаяся на бесконечномерных квазигруппах. 

12. Доказано, что число совершенных кликосочетаний в k-значном n-мерном кубе вы-

ражается как k-мерный перманент массива смежности некоторого гиперграфа. Вычислен по-

рядок логарифма числа совершенных кликосочетаний в k-значном n-мерном кубе равный 

k
n
ln(n)  при любом натуральном k и n → ∞. Построены точные кликосочетания при k равном 

степени двойки и n = 2k. 

13. Для бент-функций доказано существование компонент любой мощности из данно-

го спектра. Для совершенных раскрасок с некоторыми параметрами и корреляционно-

иммунных функций найдены компоненты некоторых из указанных выше мощностей. 
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14. Показана связь совершенных раскрасок половинных графов дистанционно-бирегу-

лярных графов и существование новых совершенных 2-раскрасок графов Джонсона J(n,w).  

15. Доказано, что раскраска вершин графа G’, при которой вершины одного цветового 

состава красятся в один цвет, является совершенной раскраской в 2 цвета, найдены парамет-

ры раскраски. На основе вышеописанных результатов получена новая серия совершенных 2-

раскрасок графов Джонсона J(n,4) и J(n,5) из систем троек и четверок Штейнера.    

16. Найдены новые бесконечные серии нормализованно-прополинейных совершен-

ных кодов из транзитивных кодов классификации Малюгина кодов, получаемых из кода 

Хэмминга одношаговыми свитчингами. Также доказано, что код Беста с параметрами 

(10,40,4) является транзитивным кодом, который не является прополинейным.  

17. Получен критерий, который по параметрам совершенной 2-раскраски двоичного n-

куба определяет, является ли она кратным совершенным кодом заданного радиуса r > 1 не-

которой кратности. Показано, что существуют кратные совершенные коды любого нечетного 

радиуса сколь угодно большой длины. 

18.  В терминах совершенных структур охарактеризованы коды с параметрами триж-

ды укороченных 1-совершенных двоичных кодов. Доказано, что соответствующие расши-

ренные коды (с расстоянием 4) всегда порождают совершенную раскраску (регулярное раз-

биение) вершин гиперкуба в шесть цветов. 

19. Установлены регулярные свойства укороченных 1-совершенных коды кодов (ва-

рианты дистанционной инвариантности, полной регулярности, корреляционная иммунность 

характеристической функции). Это дало возможность классифицировать эти кодов длины 12 

при помощи ЭВМ, число классов эквивалентности равно 237610. Аналогичный результат 

получен для дважды укороченных 1-совершенных кодов. Вычислена группа автоморфизмов 

Z2Z4-линейных 1-совершенных двоичных кодов. 

20. Описаны все бент-функции на минимальном расстоянии от квадратичной бент-

функции, а также показывается, что число таких бент-функций от 2k переменных равно       

2
k
 · (2

1
 + 1) · … · (2

k
 + 1).  

21. Для работы с булевыми функциями разработана программная система Boolean 

Functions. Основное предназначение библиотеки – работа с булевыми функциями специаль-

ного вида (бент-функциями). 

22. Доказана NP-полнота некоторых актуальных задач разбиения конечного множест-

ва векторов, а также выбора подмножеств векторов в конечном множестве векторов евкли-

дова пространства по критерию минимума суммы квадратов расстояний.  



 27 

23. Предложен 2-приближённый алгоритм для труднорешаемой задачи, к которой 

сводится одна из проблем разбиения множества векторов евклидова пространства на два 

подмножества (кластера) по критерию минимума суммы квадратов расстояний. 

24. Предложены 2-приближённые алгоритмы для нескольких NP-трудных задач поис-

ка подмножества векторов евклидова пространства по критерию минимума суммы квадратов 

расстояний. 

25. Для задачи о двух коммивояжерах на минимум различными  весовыми функциями 

ребер, принимающими значения 1 и 2 построены следующие приближенные алгоритмы:  

a) алгоритм c оценкой точности 7/5 (без учета аддитивной константы) и кубической времен-

ной сложностью. б) алгоритм c оценкой точности 4/3 (без учета аддитивной константы) и 

временной сложностью O(n^5).  

26. Для задачи о двух коммивояжерах на максимум построен приближенный алгоритм 

c оценкой точности 7/9 и кубической временной сложностью. Для случая, когда весовая 

функция принимает значения в промежутке [1,q], получена модификация указанного алго-

ритма, имеющая оценку точности (7q + 3)/(9q + 1). 

27. Показана NP-полнота задачи о наименее плотном разрезе и предложены полино-

миальные алгоритмы её решения для некоторых классов графов, в частности, для графов пе-

ресечений единичных интервалов и для графов с ограниченной древесной шириной.  

28. Получены оценки звёздного индекса графов. Доказано, что задача определения его 

точного значения является NP-полной. 

 

2. Подготовка научно-методических материалов для публикаций. 

По результатам исследований по второму этапу опубликовано 27 статей, приняты к 

публикации 14 статей и отправлено в журналы 13 статей исполнителей проекта. Сделаны 11 

докладов на международных и 11 докладов на отечественных научных конференциях. Ста-

тьи опубликованы и приняты к публикации в ведущих зарубежных и российских изданиях. 

Среди них такие журналы как «Сибирский математический журнал», «Дискретный анализ и 

исследование операций», «Математические заметки», «Журнал вычислительной математики 

и математической физики», «Проблемы передачи информации», «Автоматика и телемехани-

ка», «Discrete Mathematics», «Discrete Applied Mathematics», «Journal of Graph Theory», 

«Discussione Mathematicae. Graph Theory», «Adv. Math. Communications», «Designs, Codes and 

Cryptography». Из других изданий отметим «Математические труды ИМ СО РАН», «Сибир-

ские электронные математические известия» (htpp://semr.math.ncs.ru), труды конференций. В 

печати находится учебное пособие по криптографии для студентов НГУ. 
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3. Показатели 

3.1. Количество подготовленных и опубликованных статей: 

Вышло из печати 27 статей, приняты к печати 14 статей, отправлено в журналы 13 статей 

(см. Приложение А). 

 

3.2. Количество сделанных докладов: 

Сделаны 11 докладов на международных и 11 докладов на отечественных научных конфе-

ренциях  (см. Приложение Б). 

 

3.3. Защиты диссертаций 

Исполнителями НИР представлена 1  кандидатская  и защищена 1 докторская диссертации 

(см. Приложение В). 

 

3.4. Список студентов, аспирантов, докторантов и молодых исследователей, закрепленных в 

сфере науки и образования. 

    Студент НГУ Н.А. Коломеец зачислен в аспирантуру ИМ СО РАН с 01.10.2011 г.  

 

3.5. Проведено 12 научных докладов по теме исследований (см. Приложение Г). 
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4. Заключение 

 

В процессе выполнения работ по этапу 2 НИР получены следующие результаты ми-

рового уровня. 

1. Доказано, что каждый плоский граф без 4-циклов предписанно ациклически 5-

раскрашиваем, что является усилением шести зарубежных работ в этом направлении. 

2. Доказана гипотеза Ванга и Ли о существовании больших радужных паросочетаний в 

графах с раскрашенными ребрами и большой минимальной цветовой степенью. 

3. Описаны почти d-вырожденные гиперграфы с хроматическим числом d+1.  

4. Получены новые нижние оценки на размер полного минора в n-вершинных графах с 

данным числом независимости. 

5. Для многих значений j и k найдены точные оценки на максимальную среднюю сте-

пень графа, которые гарантируют, что вершины графа можно раскрасить в два цвета 

таким образом, что максимальная степень подграфа, порожденного вершинами перво-

го цвета, не превосходит j, а вершинами второго цвета – не превосходит k.  

6. Доказано, что любой n-вершинный граф с числом независимости α содержит минор 

полного (n/(2–c)α)-вершинного графа K(n/(2–c)α), где c > 1/19.2. 

7. Получены новые бесконечные серии совершенных раскрасок графов Джонсона J(n,4) 

и J(n,5) из систем троек и четверок Штейнера порядка n. Показано, что всякая рас-

краска вершин половинного графа дистанционно-бирегулярного графа, индуцирован-

ного совершенной сбалансированной 2-раскраской второго половинного графа, явля-

ется совершенной. 

8. Получена новая бесконечная серия совершенных прополинейных кодов, нижняя 

оценка числа совершенных прополинейных кодов, найден транзитивный непрополи-

нейный код. 

9. В терминах совершенных структур охарактеризованы коды с параметрами трижды 

укороченных 1-совершенных двоичных кодов. Доказано, что соответствующие рас-

ширенные коды (с расстоянием 4) всегда порождают совершенную раскраску (регу-

лярное разбиение) вершин гиперкуба в шесть цветов. 

10. Получен список параметров совершенных 2-раскрасок для ряда бесконечных серий 

транзитивных кубических графов. В частности – для всех графов с числом вершин, не 

превосходящем 18. 

11. Описаны все дистанционно регулярные раскраски бесконечной квадратной решетки. 
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12. Разработан метод получения совершенных раскрасок из уже имеющихся путем инду-

цирования. С помощью этого метода найдены новые конструкции совершенных 2-

раскрасок графов Джонсона. 

13. Установлены регулярные свойства укороченных 1-совершенных коды кодов, что дало 

возможность классифицировать такие коды длины 12 Вычислена группа автоморфиз-

мов Z2Z4-линейных 1-совершенных двоичных кодов. 

14. Получено описание всех бент-функций на минимальном расстоянии от квадратичной 

бент-функции. Подсчитано количество таких бент-функций. Предложена нижняя 

оценка количества бент-функций на минимальном расстоянии от бент-функций из 

класса Мэйорана—Мак-Фарланда. 

15. Получена новая итеративная нижняя оценка числа бент-функций.  

16. Для задачи о двух коммивояжерах на минимум с различными  весовыми функциями 

ребер, принимающими значения 1 и 2, построены следующие приближенные алго-

ритмы: a) алгоритм c оценкой точности 7/5 (без учета аддитивной константы) и куби-

ческой временной сложностью. б) алгоритм c оценкой точности 4/3 (без учета адди-

тивной константы) и временной сложностью O(n^5).  

17. Для задачи о двух коммивояжерах на максимум построен приближенный алгоритм c 

оценкой точности 7/9 и кубической временной сложностью. Для случая, когда весовая 

функция принимает значения в промежутке [1,q], получена модификация указанного 

алгоритма, имеющая оценку точности (7q + 3)/(9q + 1). 

18. Показана NP-полнота задачи о наименее плотном разрезе графа и предложены поли-

номиальные алгоритмы её решения для некоторых классов графов, в частности, для 

графов пересечений единичных интервалов и для графов с ограниченной древесной 

шириной. 

Полученные результаты доложены на различных научных форумах и будут опубли-

кованы в высокорейтинговых  журналах.   

Предполагается использование полученных результатов в обязательных и специаль-

ных учебных курсах. По тематике исследований проведено 12 научных семинаров.  

По результатам 2 этапа НИР представляется целесообразным продолжение работ. 
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Приложение Г. Программа научных семинаров по 2 этапу проекта. 

 

1. С. В. Августинович, А. Ю. Васильева, И. В. Сергеева  

Дистанционно регулярные раскраски бесконечной квадратной решетки. 

2. А. Н. Глебов, Д. Ж. Замбалаева  

К задаче о двух коммивояжерах. 

3. Д. С. Кротов  

О связи свитчинговой разделимости графа и его подграфов. 

4. И. Ю. Могильных  

О слабых изометриях кодов Препараты. 

5. А. А. Добрынин 

Разложение индекса Винера для подграфов одного класса гексагональной сети. 

6. Н. А. Коломеец, А. В.Павлов  

Свойства бент-функций, находящихся на минимальном  расстоянии друг от друга.  

7. Л. С. Мельников, А. А. Добрынин 

О 4-хроматических графах Кёстера. 

8. С. В. Августинович  

Некоторые задачи синтеза схем.  

9. И. Ю. Могильных  

О несуществовании некоторых совершенных 2-раскрасок графов Джонсона. 

11. А. В. Пяткин, А. В. Кельманов  

О сложности задачи поиска подмножества векторов. 

12. А. В. Косточка 

Разноцветные паросочетания в графах. 

 

Целью докладов является ознакомление с новыми тенденциями и результатами по тематике 

проекта и смежным областям. По результатам семинаров не планируется издание каких-либо 

материалов. 

 


