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Ââåäåíèå

Ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà (ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå) ïîâåðõíîñòåé
â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïîâåðõ-
íîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ (ëîêàëüíî) â âèäå

x1 = x1(0) +

∫ (
i

2

(
ψ̄2

2 + ψ2
1

)
dz − i

2

(
ψ2

2 + ψ̄2
1

)
dz̄

)
,

x2 = x2(0) +

∫ (
1

2

(
ψ̄2

2 − ψ2
1

)
dz +

1

2

(
ψ2

2 − ψ̄2
1

)
dz̄

)
,

x3 = x3(0) +

∫ (
ψ1ψ̄2dz + ψ̄1ψ2dz̄

)
,

ãäå z�êîíôîðìíûé ïàðàìåòð íà ïîâåðõíîñòè, ψ = (ψ1, ψ2)
> ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ Äèðàêà
Dψ = 0

è D�îïåðàòîð Äèðàêà ñ íåêîòîðûì âåùåñòâåííûì ïîòåíöèàëîì U (z, z̄)

D =





 0 ∂

−∂̄ 0


 +


 U 0

0 U





 .

Õîòÿ â ðàçëè÷íûõ âèäàõ ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîÿâëÿëîñü è ðàíåå, â
ôîðìå èñïîëüçóþùåé óðàâíåíèå Äèðàêà îíî, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå âîç-
íèêëî â ðàáîòå Êîíîïåëü÷åíêî [4], ãäå ïîêàçàíî êàê ðåøåíèå U(z, z̄, t) ìî-
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äèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà-Âåñåëîâà èíäóöèðóåò äåôîðìà-
öèþ íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè, îòâå÷àþùåé ïîòåíöèàëó U(z, z̄, 0). Â ðàáîòå
Òàéìàíîâà [1] ââåäåíî ãëîáàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà çàìêíó-
òûõ ïîâåðõíîñòåé ðîäà g > 1 è â ñëó÷àå òîðîâ äîêàçàíî, ÷òî ìîäèôè-
öèðîâàííîå óðàâíåíèå Íîâèêîâà-Âåñåëîâà èíäóöèðóåò äåôîðìàöèþ òî-
ðîâ, ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì êîíôîðìíóþ ñòðóêòóðó è çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà
Óèëëìîðà

W(M) = 4

∫

M

U2 idz ∧ dz̄

2
=

∫

M

H2dµ,

ãäå M�òîð, H�ñðåäíÿÿ êðèâèçíà, dµ�ýëåìåíò ïëîùàäè. Ïðè ýòîì Òàé-
ìàíîâûì áûë ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ãèïîòåçû Óèëë-
ìîðà, îñíîâàííûé íà óñòàíîâëåííîé â [2] ñâÿçè ôóíêöèîíàëà Óèëëìîðà
è ñïåêòðàëüíîé êðèâîé îïåðàòîðà Äèðàêà.

Â [3] ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îïåðàòîðå Äèðàêà, áûë ïðèìåíåí ê èçó-
÷åíèþ ïîâåðõíîñòåé â S3 = SU (2). Â äàííîé äèññåðòàöèè ýòà òåõíèêà
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåðõíîñòåé â ñëåäóþùèõ òðåõ îäíî-
ðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ýòî ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà Nil , óíèâåðñàëüíàÿ íà-
êðûâàþùàÿ S̃L2 ãðóïïû SL(2) è ãðóïïà Sol , íàäåëåííûå òåðñòîíîâñêè-
ìè ìåòðèêàìè [5]. Ïîâåðõíîñòü â ïðîèçâîëüíîé òðåõìåðíîé ãðóïïå Ëè
G, íàäåëåííîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé, ïðåäñòàâëÿåòñÿ (ëîêàëüíî)
â òåðìèíàõ ïîðîæäàþùèõ ñïèíîðîâ ψ = (ψ1, ψ2)

>, óäîâëåòâîðÿþùèõ äå-
ðèâàöèîííûì óðàâíåíèÿì, çàïèñàííûì â ôîðìå óðàâíåíèÿ Äèðàêà

Dψ =





 0 ∂

−∂̄ 0


 +


 U 0

0 V





 ψ = 0,

ãäå ïîòåíöèàëû U è V âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ψ1, ψ2 è ñðåäíþþ êðèâèçíó
ïîâåðõíîñòè H. Ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòü âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ψ ðåøåíèåì
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ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ â ãðóïïå G

g−1gz =
i

2
(ψ̄2

2 + ψ2
1)e1 +

1

2
(ψ̄2

2 − ψ2
1)e2 + ψ1ψ̄2e3,

ãäå e1, e2, e3 íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ àëãåáðû Ëè ãðóïïû G.
Ïîëàãàÿ H = 0, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà äëÿ ìèíèìàëü-
íûõ ïîâåðõíîñòåé. Íàïðèìåð, äëÿ ãðóïïû Nil îíî âûãëÿäèò òàê

∂̄ψ1 =
i

4
(|ψ2|2 − |ψ1|2)ψ1, ∂ψ2 = − i

4
(|ψ2|2 − |ψ1|2)ψ1

Äàëåå ìû ïðåäñòàâëÿåì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ãàóññà-Âåéíãàðòåíà â òåðìè-
íàõ ñïèíîðîâ ψ1, ψ2. È êàê ñëåäñòâèå èõ ñîâìåñòíîñòè, ïîëó÷àåì íåêîòî-
ðûå àíàëîãè óðàâíåíèé Ãàóññà-Êîäàööè (1.21), (1.31) è (1.39) äëÿ ãðóïï
Nil , S̃L2 è Sol ñîîòâåòñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå, äëÿ ïîâåðõíîñòåé â ãðóïïàõ
Nil è S̃L2 ïîëó÷àåì êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë, êîòîðûé ãîëîìîðôåí
íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû (1.22), (1.32), èíûìè ñëî-
âàìè íàõîäèì îáîáùåíèå äèôôåðåíöèàëà Õîïôà äëÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.
Â ñëó÷àå Nil ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë (1.22) ãî-
ëîìîðôåí òîëüêî íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû (ïðåä-
ëîæåíèå 3). Ïðèâåäåì çäåñü âûðàæåíèå (1.22) äëÿ îáîáùåííîãî äèôôå-
ðåíöèàëà Õîïôà â Nil

Ãdz2 =

(
A +

Z2
3

2H + i

)
dz2,

ãäå z�êîíôîðìíûé ïàðàìåòð íà ïîâåðõíîñòè, Adz2�îáû÷íûé äèôôåðåí-
öèàë Õîïôà è Z3 ìîæåò áûòü îïðåäåëåí èç ïðîåêöèè âåðòèêàëüíîãî âåê-
òîðà e3 íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè (èëè ñì. (1.2) â �1.2).
Ïîêà ëèøü îòìåòèì, ÷òî êàê Nil òàê è S̃L2 ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê ëèíåé-
íîå ðàññëîåíèå íàä ïîâåðõíîñòüþ ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû è
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ëåâîèíâàðèàíòíîå ïîëå e3 áóäåò åäèíè÷íûì êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê åãî
ñëîÿì. Òàêèì îáðàçîì â Nil , îáîáùåííûé äèôôåðåíöèàë Õîïôà Ãdz2

îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî äèôôåðåíöèàëà Õîïôà êâàäðàòè÷íîé äîáàâêîé
Z2

3

2H+i
dz2.

Îòìåòèì ÷òî ìåòîäàìè îòëè÷íûìè îò íàøèõ, â ñîâìåñòíîé ðàáîòå
Àáðåøà è Ðîçåíáåðãà [6] ñòðîèòñÿ îáîáùåííûé äèôôåðåíöèàë Õîïôà íà
ïîâåðõíîñòÿõ â ïðîñòðàíñòâàõ S2 × R, H2 × R. Íåìíîãî ïîçäíåå, â [7]
èìè æå áûëî îáúÿñíåíî, ÷òî èõ êîíñòðóêöèÿ îáîáùàåòñÿ äëÿ îäíîðîä-
íûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ãðóïïîé èçîìåòðèé ðàçìåðíîñòè áîëüøå ëèáî ðàâíîé 4
(ò.å â òîì ÷èñåë äëÿ ãðóïï Nil è S̃L2). Îòìåòèì ÷òî äëÿ ãðóïï Nil è S̃L2,
êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë â [7] îòëè÷àåòñÿ îò íàøåãî óìíîæåíèåì
íà H + iτ , ãäå τ ðàâíî 1

2
è −1

2
ñîîòâåòñòâåííî. Ðåçóëüòàòû î ãîëîìîðô-

íûõ êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëàõ ïîñëóæèëè îñíîâàíèåì äëÿ ðàáîòû
èñïàíñêèõ ìàòåìàòèêîâ Ìèðà è Ôåðíàíäåç [13]. Â [13] äëÿ ãðóïïû S̃L2

äîêàçàíî, ÷òî åñëè êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë, ïðåäëîæåííûé íàìè
â (1.32) ãîëîìîðôåí, òî ïîâåðõíîñòü ëèáî èìååò ïîñòîÿííóþ ñðåäíþþ
êðèâèçíó, ëèáî ïðèíàäëåæèò îïèñàííîìó â [13] ñåìåéñòâó. ×òî îòëè÷à-
åò ýòîò ñëó÷àé îò Nil (ïðåäëîæåíèå 3). Òåì íå ìåíåå â [13] ïîêàçàíî,
÷òî âñÿêàÿ êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü íåíóëåâîé ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòè-
êè, íà êîòîðîé äèôôåðåíöèàë (1.32) ãîëîìîðôåí, ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ
ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû.

Ñóùåñòâîâàíèå ãîëîìîðôíûõ êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëîâ ïîçâî-
ëÿåò îáîáùèòü êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Õîïôà â R3 î òîì, ÷òî ñôåðà ïî-
ñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû H, ïîãðóæåííàÿ â R3, ÿâëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìåòðèé, ñòàíäàðòíîé ñôåðîé ðàäèóñà 1

H
. Â äèññåðòàöèè ìû îáîá-
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ùàåì òåîðåìó Õîïôà äëÿ ïðîñòðàíñòâà Nil . Äëÿ ýòîãî ìû ñòðîèì ñôåðû
âðàùåíèÿ ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû (ïðåäëîæåíèå 7). È ïîëüçóÿñü
ãîëîìîðôíîñòüþ (1.22), äîêàçûâàåì ïðåäëîæåíèå 9, ÷òî âñÿêàÿ ñôåðà
ïîñòîÿííî ñðåäíåé êðèâèçíû, ïîãðóæåííàÿ â Nil , ÿâëÿåòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìåòðèé,ñôåðîé âðàùåíèÿ îïèñàííîé â ïðåäëîæåíèè 7. Íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî îáîáùåíèå òåîðåìà Õîïôà ñïðàâåäëèâî è â äðóãèõ îäíîðîä-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ÷åòûðåõìåðíîé ãðóïïîé èçîìåòðèé [7]. Âîïðîñ îá
àíàëîãå òåîðåìû Àëåêñàíäðîâà â Nil îñòàåòñÿ ïîêà îòêðûòûì.

Â äèññåðòàöèè ìû èçó÷àåì ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé
íà çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòÿõ M â ãðóïïå Nil

E(M) =

∫

M

UV
idz ∧ dz̄

2
,

ãäå z�êîíôîðìíûé ïàðàìåòð íà ïîâåðõíîñòè M , à U è V ïîòåíöè-
àëû (1.17) â îïåðàòîðå Äèðàêà äëÿ Nil . Äëÿ òîðà M , ôóíêöèîíàë
E(M) èçìåðÿåò îòêëîíåíèå ñïåêòðàëüíîé êðèâîé òîðà îò ïëîñêîé êðè-
âîé(ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ îïåðàòîðà Äèðàêà ñ íóëåâûìè ïîòåíöèàëàìè
U = V = 0). Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü òàêîé ôóíêöèîíàë îáîá-
ùåííûì ôóíêöèîíàëîì Óèëëìîðà èëè ñïèíîðíîé ýíåðãèåé ïîâåðõíîñòè.
Äëÿ íà÷àëà ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå ôóíêöèîíàëà â èíâàðèàíòíûõ òåð-
ìèíàõ (ïðåäëîæåíèå 5)

E(M) =
1

4

∫

M

(
H2 +

K̂

4
− 1

16

)
dµ,

ãäå H�ñðåäíÿÿ êðèâèçíà, K̂�ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà êàñàòåëüíîé ïëîñêî-
ñòè â òî÷êå, à dµ�ýëåìåíò ïëîùàäè. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èè îò R3

èëè íàïðèìåð S3, ôóíêöèîíàë E(M) â Nil íå ïðîïîðöèîíàëåí èçâåñòíî-
ìó îáîáùåíèþ ôóíêöèîíàëà Óèëëìîðà êàê

∫
M

(
H2 + K̂

)
dµ èëè ÷òî òî
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æå ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû (â ñèëó òåîðåìû Ãàóññà)
∫

M
(H2 −K) dµ,

ãäå K�ãàóññîâà êðèâèçíà. Ïîòîì ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ôóíêöèîíàë E(M)

ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå π, íà ñôåðàõ ïîñòîÿííîé ñðåäíåé
êðèâèçíû â Nil (òåîðåìà 4). À â òåîðåìå 6 ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ñôåðû
ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè E(M).
Îòìåòèì çäåñü ïîëíóþ àíàëîãèþ ñ R3, õîòÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî
ñðåäè âñåõ ñôåð â Nil ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè íà ñôåðàõ ïîñòî-
ÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû íàìè íå äîêàçàíî. Òåì íå ìåíåå, â òåîðåìå 5 ìû
ïðèâîäèì ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî ôàêòà, ÷òî ìèíèìóì ñðåäè âñåõ
ñôåð âðàùåíèÿ äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè íà ñôåðàõ ïîñòîÿííîé ñðåäíåé
êðèâèçíû. Äëÿ òîðîâ âðàùåíèÿ ìû äîêàçûâàåì îöåíêó E > 0. Ìàëîâå-
ðîÿòíî, ÷òî ýòà îöåíêà íå ìîæåò áûòü óëó÷øåíà, ìû ïðåäïîëàãàåì ÷òî
E > π2

2
, ïî êðàéíåé ìåðå íà òîðàõ âðàùåíèÿ.

Â äèññåðòàöèè ìû òàêæå èçó÷àåì ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ñðåä-
íåé êðèâèçíû â Nil . Äëÿ ýòîãî ìû ïðåäñòàâëÿåì óðàâíåíèÿ Ãàóññà-
Âåéíãàðòåíà â íîâîé ôîðìå, êîòîðûå äëÿ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ñðåä-
íåé êðèâèçíû ïðèíèìàþò âèä óðàâíåíèé (3.9) è (3.10). È ââèäó ãîëî-
ìîðôíîñòè îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèàëà Õîïôà, íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòî-
ÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû, óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

vzz̄ + e2v − |B|2e−2v = 0,

ãäå B = 1
4
(2H + i)Ã, à ev�ïîòåíöèàë â îïåðàòîðå Äèðàêà, òî åñòü

ev = H
2
(|ψ1|2+|ψ2|2)+ i

4
(|ψ2|2−|ψ1|2) èëè ïî-äðóãîìó ev =

(
H
2

+ i
4
n3

)
eα, ãäå

n3�ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íîðìàëè n è e3, à e2αdzdz̄� èíäóöè-
ðîâàííàÿ ìåðà íà ïîâåðõíîñòè. Íàñ èíòåðåñóþò òå v(z), ïðè êîòîðûõ íà
íàéäåòñÿ ðåøåíèå ψ1, ψ2 óðàâíåíèé Ãàóññà-Âåéíãàðòåíà (3.9),(3.10), òàêîå
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÷òî ev = H
2
(|ψ1|2 + |ψ2|2) + i

4
(|ψ2|2 − |ψ1|2). Ïðè H = 0 òàêèå v åñòåñòâåí-

íî âûäåëÿþòñÿ óñëîâèåì, ÷òî ev ÷èñòî ìíèìîå. Ïðè H 6= 0 âûâîä ýòîãî
óñëîâèÿ ïðèâåäåí â �3.2. Ðàññìàòðèâàÿ ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé ñðåäíåé
êðèâèçíû â îêðåñòíîñòè íåîìáèëè÷åñêîé òî÷êè (Ã 6= 0), çàêëþ÷àåì ÷òî
â ýòîé îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòü îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû





vzz̄ + 2 sinh 2v = 0,

ϕ2
x

(cosh ρ)2
+

ϕ2
y

(sinh ρ)2
= 8

(
cos 2ϕ−Re2H+i

2H−i

)
, H 6= 0

Re [ev] = 0, H = 0,

,

ãäå v = ρ + iϕ. Ïîÿâëåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ sinh-Gordon ïîçâî-
ëÿåò íàäåÿòüñÿ èññëåäîâàòü ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû
ìåòîäàìè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.
Êàæäàÿ ãëàâà â ñâîþ î÷åðåäü ðàçáèòà íà íåñêîëüêî ïàðàãðàôîâ. Íóìå-
ðàöèÿ ôîðìóë ñîñòîèò èç äâóõ ÷èñåë�íîìåð ãëàâû è ïîðÿäêîâûé íîìåð
ôîðìóëû â ãëàâå. Äëÿ ïðåäëîæåíèé è òåîðåì èñïîëüçóåòñÿ ñïëîøíàÿ íó-
ìåðàöèÿ. Çàìå÷àíèÿ ïðîíóìåðîâàíû íîìåðîì ãëàâû è ïîðÿäêîâûì íî-
ìåðîì â ãëàâå.

Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà äëÿ ïîâåðõ-
íîñòåé â ãðóïïàõ Nil , S̃L2 è Sol . Ñîäåðæàíèå ãëàâû îñíîâàíî íà ðàáî-
òå [19]. Ñòðóêòóðà ãëàâû óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà÷àëî ãëàâû
ñîñòîèò èç ïðåäâàðèòåëüíûõ ñâåäåíèé è îáçîðà, ïîëó÷åííûõ â ãëàâå ðå-
çóëüòàòîâ. Â ïàðàãðàôå �1.1 ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ ñâÿçíîñòè Ëåâè-
×åâèòû îòâå÷àþùåé íåêîòîðîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêå â ãðóïïå Ëè
G [11]. Â ïàðàãðàôå �1.2 îáúÿñíÿåòñÿ îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ äëÿ âûâîäà
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äåðèâàöèîííûõ óðàâíåíèé íà ïîâåðõíîñòè â ïðîèçâîëüíîé òðåõìåðíîé,
íàäåëåííîé ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé, ãðóïïå Ëè G. Â ïàðàãðàôå �1.3
îáúÿñíÿåòñÿ êàê èç äåðèâàöèîííûõ óðàâíåíèé âîçíèêàåò îïåðàòîð Äè-
ðàêà è ñîîòâåòñòâåííî êàê âîçíèêàåò ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëà ñïèíîðíîé
ýíåðãèè. Â ïàðàãðàôàõ �1.4,1.5 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå è ëåâîèíâàðèàíò-
íûå ìåòðèêè äëÿ ãðóïï Nil , S̃L2 è Sol , à òàêæå ôîðìóëû äëÿ ñâÿçíîñòè
Ëåâè-×åâèòû è òåíçîðà êðèâèçíû. Â ïàðàãðàôå �1.6 óêàçûâàåòñÿ êàê
ïî ñïèíîðó ψ, óäîâëåòâîðÿþùåìó äåðèâàöèîííûì óðàâíåíèÿì, âîññòà-
íàâëèâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü è îáúÿñíÿåòñÿ îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîëó÷åíèÿ
óðàâíåíèé Âåéíãàðòåíà â òåðìèíàõ ψ. Â ïàðàãðàôàõ �1.7-9 âûâîäèòñÿ
ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà äëÿ ïîâåðõíîñòåé â ãðóïïàõ Nil , S̃L2 è Sol .
Îñíîâíûìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Â òåîðåìàõ 1,2,3 âû-
âîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ íà ïîðîæäàþùèå ñïèíîðû ψ, è óðàâíåíèÿ Âåéíãàðòå-
íà è Êîäàööè äëÿ ïîâåðõíîñòåé â ãðóïïàõ Nil , S̃L2 è Sol ñîîòâåòñòâåííî.
Â ñëåäñòâèÿõ 1,3,5 âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ íà ïîðîæäàþùèå ñïèíîðû äëÿ
ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé â ýòèõ ãðóïïàõ. Â ñëåäñòâèÿõ 2,4 ïðèâîäÿòñÿ
îáîáùåííûå äèôôåðåíöèàëû Õîïôà, ãîëîìîðôíûå íà ïîâåðõíîñòÿõ ïî-
ñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû äëÿ ãðóïï Nil è S̃L2. Â ïðåäëîæåíèè 3 äëÿ
ñëó÷àÿ Nil äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáîáùåííûé äèôôåðåíöèàë Õîïôà ãîëî-
ìîðôåí ëèøü â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû. È
íàêîíåö â ïðåäëîæåíèè 4 óêàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ñïèíîðíîé ýíåðãèè
çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè â Nil â èíâàðèàíòíûõ òåðìèíàõ.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ôóíêöèîíàëà ñïèíîðíîé
ýíåðãèè è åãî ñâÿçè ñ ãåîìåòðèåé ïîâåðõíîñòåé äëÿ ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà
Nil . Ñîäåðæàíèå ãëàâû îñíîâàíî íà ðàáîòå [20]. Ñòðóêòóðà ãëàâû óñòðî-
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åíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ãëàâà íà÷èíàåòñÿ ñ îáçîðà ïîëó÷åííûõ â íåé
ðåçóëüòàòîâ. Â �2.1 íàïîìèíàþòñÿ îñíîâíûå ôàêòû î ãðóïïå Nil è ôóíê-
öèîíàëå ñïèíîðíîé ýíåðãèè äëÿ ïîâåðõíîñòåé â ýòîé ãðóïïå. Â �2.2 âûâî-
äÿòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ïîâåðõíîñòåé ñ íóëåâûì îáîáùåííûì äèôôåðåíöè-
àëîì Õîïôà (ýòî ïîòðåáóåòñÿ íàì ïðè îïèñàíèè ñôåð ïîñòîÿííîé ñðåäíåé
êðèâèçíû). Â �2.3 âûïèñûâàþòñÿ ôîðìóëû äëÿ ñôåð âðàùåíèÿ ïîñòîÿí-
íîé ñðåäíåé êðèâèçíû. Â �2.4 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîã òåîðåìû Õîïôà äëÿ
Nil . Â �2.5 âû÷èñëÿþòñÿ ïëîùàäü, îáúåì îãðàíè÷èâàåìîé îáëàñòè è ñî-
îòíîøåíèå èõ ñâÿçûâàþùåå äëÿ ñôåð ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû è
âûñêàçûâàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ýòè ñôåðû ñóòü ðåøåíèÿ èçî-
ïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è â Nil . Â �2.5 èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëà
ñïèíîðíîé ýíåðãèè äëÿ ïîâåðõíîñòåé â Nil . Îñíîâíûìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Â òåîðåìå 4 âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèîíà-
ëà ñïèíîðíîé ýíåðãèè íà ñôåðàõ ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû â Nil , è
ïî àíàëîãèè ñ R3 îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî çíà÷åíèå ðàâíî π íà âñåõ ñôå-
ðàõ ï.ñ.ê. Â òåîðåìå 5 âûâîäèòñÿ ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèîíàëà ñïèíîðíîé
ýíåðãèè íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ è äîêàçûâàþòñÿ ñëåäñòâèÿ 6,7, ÷òî
äëÿ ñôåð âðàùåíèå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà áîëüøå ëèáî ðàâíî π, ïðè÷åì
ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè íà ñôåðàõ ï.ñ.ê., à äëÿ òîðîâ âðàùåíèÿ
ôóíêöèîíàë ñòðîãî áîëüøå íóëÿ. Â òåîðåìîé 6 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñôå-
ðà ï.ñ.ê. ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèîíàëà ñïèíîðíîé ýíåðãèè.
Âûâîä óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà, èñïîëüçóåìîãî â òåîðåìå 6, âûíåñåí
â �2.6.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ñðåäíåé
êðèâèçíû â ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà Nil . Ñòðóêòóðà ãëàâû óñòðîåíà ñëåäóþ-
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ùèì îáðàçîì. Ãëàâà íà÷èíàåòñÿ ñ îáçîðà ïîëó÷åííûõ â íåé ðåçóëüòàòîâ.
Â �3.1 óðàâíåíèÿ Âåéíãàðòåíà âûïèñûâàþòñÿ â íîâîé ôîðìå. È äëÿ ñëó-
÷àÿ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû ïðèâîäèòñÿ óñëîâèå èõ
ñîâìåñòíîñòè, êîòîðîå âûðàæåíî ÷åðåç ëîãàðèôì îò ïîòåíöèàëà â îïåðà-
òîðå Äèðàêà äëÿ Nil . Â äîïîëíåíèè ê óñëîâèþ ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèé
Âåéíãàðòåíà, â �3.2 âûâîäèòñÿ íåîáõîäèìîå "óñëîâèå âåùåñòâåííîñòè"
íà ïîòåíöèàë, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò ïîãðóæåíèå ïîâåðõíîñòè ïîñòî-
ÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû îòâå÷àþùåå ýòîìó ïîòåíöèàëó. Ïðè ïîäõîäÿ-
ùåì âûáîðå êîíôîðìíûõ êîîðäèíàò, óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèé
Âåéíãàðòåíà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèé sinh-Gordon. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
ãëàâû ñîäåðæàòñÿ â òåîðåìå 8 è ïðåäëîæåíèè 10.

Àâòîð áëàãîäàðèò íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ È. À. Òàéìàíîâà çà ïîñòà-
íîâêó çàäà÷è è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Òàêæå àâòîð ïðèçíàòåëåí Óâå Àá-
ðåøó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.
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Ãëàâà 1

Ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà â
ãðóïïàõ Nil , S̃L2 è Sol

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [19]. Â ýòîé ãëàâå áóäóò îáîá-
ùåíû ìåòîäû ïðåäñòàâëåíèÿ Âåéåðøòðàññà (èëè ñïèíîðíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ) ïîâåðõíîñòåé â R3 [1, 2] è SU(2) = S3 [3] íà ïîâåðõíîñòè â òðåõ-
ìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè, à èìåííî ãðóïïàõ Nil , S̃L2, è Sol , íàäåëåííûõ, òàê
íàçûâàåìîé, ãåîìåòðèåé Òåðñòîíà [5].

Ôóíêöèÿ ψ ïîðîæäàåò ïîâåðõíîñòü â R3 ïîñðåäñòâîì ôîðìóë Âåéåð-
øòðàññà, â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì
óðàâíåíèÿì òèïà Äèðàêà, ãäå îïåðàòîð Äèðàêà èìååò â îáùåì ñëó÷àå
äâà ïîòåíöèàëà U è V , êîòîðûå ñîâïàäàþò â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòè â R3.
Äëÿ ïîâåðõíîñòè M â R3 èíòåãðàë

E(M) =

∫

M

UV
idz ∧ dz̄

2
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ðàâåí
1

4

∫

M

H2dµ,

ãäå H � ýòî ñðåäíÿÿ êðèâèçíà è dµ èíäóöèðîâàííàÿ ôîðìà ïëîùàäè
íà M . Ïîñëåäíèé èíòåãðàë, ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðûõ ìíîæèòåëåé è
êîíñòàíò, ðàâåí ôóíêöèîíàëó Óèëëìîðà, êîòîðûé èìååò âèä

W(M) =

∫

M

(H2 −K)dµ.

Äëÿ çàìêíóòûõ, îðèåíòèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé, ñîãëàñíî òåîðåìå
Ãàóññà�Áîííå, èìååì

∫
Kdµ = 2πχ(M) è ïîýòîìó W(M) è E(M) èìåþò

îäèíàêîâûå ýêñòðåìàëè. Âñå ýòî îáúÿñíåíî â [1]. Àíàëîãè÷íûå ôàêòû
áûëè óñòàíîâëåíû äëÿ ïîâåðõíîñòåé â ãðóïïå SU(2) â [3], õîòÿ ôîðìó-
ëû Âåéåðøòðàññà äîëæíû áûòü çàìåíåíû àíàëîãè÷íûìè êîíñòðóêöèÿìè
ïîäõîäÿùèìè äëÿ íåêîììóòàòèâíûõ ãðóïï Ëè. Â íàñòîÿùåé ãëàâå áó-
äóò âûâåäåíû ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèîíàëà E(M) äëÿ ïîâåðõíîñòåé â Nil .
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îí èìååò î÷åíü íåîæèäàííûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà,
êîòîðûå áóäóò îáñóæäàòüñÿ âî âòîðîé ãëàâå. Ìû íàçîâåì åãî ñïèíîð-
íîé ýíåðãèåé èëè ïðîñòî ýíåðãèåé ïîâåðõíîñòè. Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ
àíàëîãîâ ãèïîòåçû Óèëëìîðà äëÿ òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ è îïèñàíèå èõ
ýêñòðåìàëåé ïðåäñòàâëÿåòñÿ îñîáåííî èíòåðåñíîé.

Â ýòîé ãëàâå òàêæå âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ íà ψ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìè-
íèìàëüíûì ïîâåðõíîñòÿì â ãðóïïàõ Ëè è ìåòîäàìè, ïðèâåäåííûìè â
[19], âûâåäåíî äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòà Àáðåøà î òîì, ÷òî äëÿ
ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû â Nil è S̃L2 íåêîòîðûå êâàä-
ðàòè÷íûå äèôôåðåíöèàëû ãîëîìîðôíû [6, 7].

Îòìåòèì, ÷òî ïîäõîä Àáðåøà [6, 7] îòëè÷àåòñÿ îò ïîäõîäà èñïîëüçî-
âàííîãî â ýòîé ãëàâå è îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè Nil è S̃L2 êàê
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ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íàä ïîâåðõíîñòÿìè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû (ñì. òàê-
æå ðàáîòó [8], ãäå ýòî ñâîéñòâî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé
â Nil è S̃L2). Ïîõîæå, ÷òî íåâîçìîæíîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ Sol ,
îáúÿñíÿåò ïî÷åìó íàø ïîäõîä íå ïðèâîäèò ê òàêîé óäîâëåòâîðèòåëüíîé
êàðòèíå, êàê â ñëó÷àå Nil è S̃L2.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èçó÷åíèå ïîâåðõíîñòåé â ïðîèçâîëüíûõ ãðóïïàõ
Ëè ìåòîäîì èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, áûëî âïåðâûå ïðåäïðèíÿòî â [9] è
íàäååìñÿ, ÷òî ïîäõîä, ïðèìåíåííûé â ýòîé ãëàâå, áóäåò ïîëåçåí â èçó-
÷åíèè ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé è ïîâåðõíîñòåé
ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû â ãðóïïàõ Ëè â äóõå [6, 7, 10].

1.1 Ëåâîèíâàðèàíòíûå ìåòðèêè íà ãðóïïàõ
Ëè

Íàïîìíèì, ÷òî ìåòðèêà 〈ξ, η〉 íà ãðóïïå Ëè G íàçûâàåòñÿ ëåâîèíâàðè-
àíòíîé, åñëè îíà èíâàðèàíòíà ïî îòíîøåíèþ ê ëåâûì ñäâèãàì:

Lg : G
×g−→ G : h → gh, h ∈ G,

ò.å. äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ ξ è η êàñàòåëüíûõ ê G â ýëåìåíòå ãðóïïû h,
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èõ ñäâèãîâ ïîä äåéñòâèåì g, è ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå ξ è η ñîâïàäàþò:

〈ξ, η〉 = 〈L∗gξ, L∗gη〉, ξ, η ∈ ThG, g, h ∈ G.

ßñíî, ÷òî êàæäàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â åäèíèöå 1 ∈ G ãðóïïû
G, ò.å. ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â àëãåáðå Ëè G ãðóïïû G.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñâÿçíîñòè Ëåâè-×åâèòû ìû âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìà-
ëèçìîì èçâåñòíûì èç ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïóñòü âåêòîðíûå ïîëÿ
e1, . . . , en íà n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M òàêîâû, ÷òî â ëþáîé òî÷êå îíè
çàäàþò îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ:

〈ei, ej〉 = δij, i, j = 1, . . . , n.

Ñâÿçíîñòü Ëåâè-×åâèòû èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Γi
jk =

1

2

(
ci
kj + cj

ik + ck
ij

)
,

∇ek
ej = Γi

jkei,

ãäå
[ei, ej] = ck

ijek.

Â íàøåì ñëó÷àå, ðàññìîòðèì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ξ1, . . . , ξn â êàñà-
òåëüíîé ïëîñêîñòè â åäèíèöå ãðóïïû G è ïðîäîëæèì åãî ëåâûìè ñäâè-
ãàìè äî âåêòîðíûõ ïîëåé íà âñåé ãðóïïå:

ei(g) = L∗gξi, i = 1, . . . , n, g ∈ G.

Ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ci
jk àëãåáðû Ëè G ãðóïïû G âû÷èñëÿþòñÿ ïî

ôîðìóëå
αijk = 〈[ei, ej], ek〉 = ck

ij

è ìû âûâîäèì:

∇ek
ej =

1

2

∑
i

(αkji + αikj + αijk) ei. (1.1)

Â ÷àñòíîñòè, αijk êîñîñèììåòðè÷íûé òåíçîð äëÿ êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè
G ñ ìåòðèêîé Êèëëèíãà è ôîðìóëà (1.1) èìååò âèä

∇XY =
1

2
[X, Y ],
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ãäå X è Y ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ. Çà ïîäðîáíîñòÿìè îòñû-
ëàåì ê ðàáîòå Ìèëíîðà [11].

1.2 Äåðèâàöèîííûå óðàâíåíèÿ

Ïóñòü Σ � ïîâåðõíîñòü, âëîæåííàÿ â G, è

f : Σ → G

� âëîæåíèå. Âûáåðåì êîíôîðìíûé ïàðàìåòð z = x + iy íà Σ (èëè, áî-
ëåå òî÷íî, â îáëàñòè Σ) è îáîçíà÷èì ÷åðåç I = e2αdzdz̄ èíäóöèðîâàí-
íóþ ìåòðèêó. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà ãðóïïà Ëè G òðåõ-
ìåðíàÿ è âûáåðåì ëåâîèíâàðèàíòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, e2, e3

ïî îòíîøåíèþ ê ñêàëÿðíîìó ãðóïïû G. Ðàññìîòðèì âåêòîðíûå ïîëÿ
∂f = 1

2
(∂xf − i∂yf) è ∂̄f = 1

2
(∂xf + i∂yf) íà ïîâåðõíîñòè Σ. Ïåðâîå äå-

ðèâàöèîííîå óðàâíåíèå âîçíèêàåò èç óñëîâèÿ êîììóòèðîâàíèÿ ïîëåé ∂f

è ∂̄f :
[∂f, ∂̄f ] = 0

À èç îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåé êðèâèçíû âîçíèêàåò âòîðîå äåðèâàöèîííîå
óðàâíåíèå :

∇∂f ∂̄f +∇∂̄f∂f = e2αHN,

ãäå H-ñðåäíÿÿ êðèâèçíà, à N -âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè.
Ðàçëîæèì âåêòîðû ∂f è ∂̄f â áàçèñå e1, e2, e3:

∂f =
3∑

k=1

Zkek, ∂̄f =
3∑

k=1

Z̄kek (1.2)

18



è ïåðåïèøåì äåðèâàöèîííûå óðàâíåíèÿ â îáîçíà÷åíèÿõ Zk, k = 1, 2, 3,
òàêèì îáðàçîì:

∑
j

(∂Z̄j − ∂̄Zj)ej +
∑

j,k

(ZjZ̄k − Z̄jZk)∇ej
ek = 0, (1.3)

∑
j

(∂Z̄j + ∂̄Zj)ej +
∑

j,k

(ZjZ̄k + Z̄jZk)∇ej
ek =

= 2iH
[
(Z̄2Z3 − Z2Z̄3)e1 + (Z̄3Z1 − Z3Z̄1)e2 + (Z̄1Z2 − Z1Z̄2)e3

]
,

(1.4)

ãäå ∇ - ñâÿçíîñòü Ëåâè-×åâèòû â G, è â (1.3) ìû âîñïîëüçîâàëèñü î÷å-
âèäíûì ñîîòíîøåíèåì ∇ei

ej − ∇ej
ei = [ei, ej]. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî áàçèñ

{e1, e2, e3} ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí è ïîýòîìó:

N = 2ie−2α
[
(Z̄2Z3 − Z2Z̄3)e1 + (Z̄3Z1 − Z3Z̄1)e2 + (Z̄1Z2 − Z1Z̄2)e3

]

Èç óñëîâèå òîãî, ÷òî ïàðàìåòð z = x + iy êîíôîðìíûé âûòåêàåò:

Z2
1 + Z2

2 + Z2
3 = 0, |Z1|2 + |Z2|2 + |Z3|2 =

1

2
e2α.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð Z ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â
âèäå:

Z1 =
i

2
(ψ̄2

2 + ψ2
1), Z2 =

1

2
(ψ̄2

2 − ψ2
1), Z3 = ψ1ψ̄2. (1.5)

1.3 Îïåðàòîð Äèðàêà è ýíåðãèÿ ïîâåðõíîñòè

Òåïåðü ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé ψ â (1.3)
è (1.4) (ñì. [1, 3] äëÿ òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé ïîâåðõíîñòåé â R3 è S3). Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî äåðèâàöèîííûå óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä óðàâíåíèÿ Äè-
ðàêà:

Dψ =





 0 ∂

−∂̄ 0


 +


 U 0

0 V





 ψ = 0, (1.6)
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ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

ψ =


 ψ1

ψ2


 .

Ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ðàâíà

I = e2αdzdz̄ = (|ψ1|2 + |ψ2|2)2dzdz̄

è âåêòîð íîðìàëè èìååò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå

N = e−α
[
i(ψ1ψ2 − ψ̄1ψ̄2)e1−

− (ψ1ψ2 + ψ̄1ψ̄2)e2 + (|ψ2|2 − |ψ1|2)e3)
]
.

(1.7)

Òàê êàê Ψdz = (
∑

Zkek)dz � êîððåêòíî îïðåäåëåííàÿ 1-ôîðìà , ìû
çàêëþ÷àåì, ÷òî 1-ôîðìû:

ψ2
1dz, ψ̄2

2dz, ψ1ψ̄2dz

ãëîáàëüíî îïðåäåëåíû íà âñåé ïîâåðõíîñòè. Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ Äèðàêà,
çàêëþ÷àåì ÷òî

UV dz ∧ dz̄

åñòü êîððåêòíî îïðåäåëåííàÿ 2-ôîðìà íà ïîâåðõíîñòè (ñì. ïîäðîáíîñòè
â [1]).

Äëÿ ïîâåðõíîñòè M , âëîæåííîé â R3, ïîòåíöèàëû îïåðàòîðà Äèðàêà
âåùåñòâåííûå è ñîâïàäàþò: U = V . Äëÿ òàêîé ïîâåðõíîñòè âûïîëíåíî:

E(M) =

∫

M

UV
idz ∧ dz̄

2
=

1

4

∫

M

H2dµ,

ãäå dµ = e2αdx ∧ dy èíäóöèðîâàííàÿ ìåðà íà ïîâåðõíîñòè è H ñðåäíÿÿ
êðèâèçíà. Ìû íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèîíàë Óèëëìîðà ðàâåí:

W (M) =

∫

M

(H2 −K)dµ. (1.8)
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Ýòî íàáëþäåíèå èç [1] ñòàëî íà÷àëîì ðàññìîòðåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ õàðàê-
òåðèñòèê îïåðàòîðà D â êà÷åñòâå ãåîìåòðè÷åñêèõ âåëè÷èí è ôèçè÷åñêîãî
îáúÿñíåíèÿ ãèïîòåçû Óèëëìîðà ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíûõ êðèâûõ âëî-
æåííûõ òîðîâ (ñì. [1, 3]).

Â îáùåì ñëó÷àå U è V íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþò è íàäî ðàññìàòðè-
âàòü ýíåðãèþ çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè êàê:

E(M) =

∫

M

UV dx ∧ dy =

∫

M

UV
idz ∧ dz̄

2
. (1.9)

Íå âñåãäà äàæå óäàåòñÿ âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèîíàë ýíåðãèè âå-
ùåñòâåííûì. Ìû ïðîâåðèì ýòî â ñëó÷àå Nil . Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåì-
ñÿ ïðîñòûì ïðåäëîæåíèåì, êîòîðîå ïðÿìî ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ Äèðàêà.
Äåéñòâèòåëüíî:

∂̄ψ1 = (Re V + iIm V )ψ2, ∂̄ψ̄2 = (−Re U + iIm U)ψ̄1,

îòêóäà ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü ψ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Äèðàêà (1.6), òî-
ãäà âåðíî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

∂̄(ψ1ψ̄2) =
(−Re U |ψ1|2 + Re V |ψ2

2|
)

+ i
(
Im U |ψ1|2 + Im V |ψ2|2

)
. (1.10)

1.4 Ãåîìåòðèè Òåðñòîíà íà ãðóïïàõ Ëè
Nil , S̃L2 è Sol

Ñîãëàñíî òåîðåìå Òåðñòîíà, âñå òðåõìåðíûå ìàêñèìàëüíûå îäíîñâÿçíûå
ãåîìåòðèè (X, Isom X), äîïóñêàþùèå êîìïàêòíûå ôàêòîðïðîñòðàíñòâà,
ñîäåðæàòñÿ â ñëåäóþùåì ñïèñêå:
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1) òðåõìåðíûå ãåîìåòðèè ñ ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíîé: X =

R3, S3, or H3;
2) ïðîèçâåäåíèå ïàð ãåîìåòðèé: X = S2 × R or H2 × R;
3) ãåîìåòðèè íà ãðóïïàõ Ëè Nil , S̃L2, è Sol ñ íåêîòîðûìè ëåâîèíâà-

ðèàíòíûìè ìåòðèêàìè.
Çà ïîäðîáíîñòÿìè îá ýòîé òåîðåìå è èçâåñòíîé ãèïîòåçå Òåðñòîíà î

ãåîìåòðèçàöèè òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, ìû îòñûëàåì ê [12, 5]. Â ñòà-
òüå ìû èçó÷àåì ïîâåðõíîñòè â ãåîìåòðèÿõ, êîòîðûå ìîäåëèðóþòñÿ ãðóï-
ïàìè Ëè Nil , S̃L2, è Sol . Ïåðåä òåì êàê ïåðåéòè ê ñàìèì ïîâåðõíîñòÿì,
ìû êðàòêî íàïîìíèì îñíîâíûå ôàêòû îá ýòèõ ãåîìåòðèÿõ, îòñûëàÿ çà
ïîäðîáíûì èçëîæåíèåì ê [5].

1.4.1 Ãðóïïà Nil

Ýòà ãðóïïà îáðàçîâàíà âñåìè ìàòðèöàìè âèäà:



1 x z

0 1 y

0 0 1


 , x, y, z ∈ R,

ñ îáû÷íûì ìàòðè÷íûì óìíîæåíèåì è ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé âèäà:

ds2 = dx2 + dy2 + (dz − xdy)2.

Àëãåáðà Ëè îáðàçîâàíà ýëåìåíòàìè:

e1 =




0 1 0

0 0 0

0 0 0


 , e2 =




0 0 0

0 0 1

0 0 0


 , e3 =




0 0 1

0 0 0

0 0 0


 ,
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êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = [e2, e3] = 0.

Ìû âûâîäèì èç (1.1), ÷òî ñâÿçíîñòü èìååò âèä:

∇e1e2 = −∇e2e1 =
1

2
e3, ∇e1e3 = ∇e3e1 = −1

2
e2,

∇e2e3 = ∇e3e2 =
1

2
e1, ∇e1e1 = ∇e2e2 = ∇e3e3 = 0.

(1.11)

1.4.2 Ãðóïïà S̃L2

Ãðóïïà G = S̃L2 ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì íàêðûòèåì ãðóïïû SL(2),
îáðàçîâàííîé âñåìè âåùåñòâåííûìè 2 × 2-ìàòðèöàìè ñ äåòåðìèíàíòîì
ðàâíûì åäèíèöå. Ãðóïïà PSL(2) = SL(2)/ ± 1 � ýòî ãðóïïà ñîõðà-
íÿþùèõ îðèåíòàöèþ èçîìåòðèé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè H2 è îíà
äèôôåîìîðôíà UH2 � ðàññëîåíèþ åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê
ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè H2. Áîëåå òîãî, ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà
íà S̃L2, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãåîìåòðèè Òåðñòîíà [5], ïîëó÷àåòñÿ ïîäíÿòèåì
ïðè ïðîåêöèè:

S̃L2 → SL(2) → PSL(2) ≈ UH2

Ðàññìîòðèì ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïëîñêîñòü êàê äèñê |z| < 1 â êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè ñ ìåòðèêîé

ds2 =
4dzdz̄

(1− |z|2)2

Ïîëîæèì z = x+ iy. È ìåòðèêó íà UH2 îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dl2 = 4
dx2 + dy2

(1− (x2 + y2))2
+

(
dϕ− 2

1− (x2 + y2)
(ydx− xdy)

)2

,

ãäå ϕ � óãëîâàÿ êîîðäèíàòà íà åäèíè÷íûõ îêðóæíîñòÿõ â êàñàòåëüíûõ
ïëîñêîñòÿõ ê H2. Ïîäðîáíûé âûâîä ýòîé ôîðìóëû äëÿ ìåòðèêè íà UH2

23



ìîæíî ïîñìîòðåòü â [5, 8]. Îòîæäåñòâèì îáðàçóþùèå àëãåáðû Ëè S̃L2 ñ
îáðàçóþùèìè ñëåäóþùèõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïï:

gx =




1√
1−x2

x√
1−x2

x√
1−x2

1√
1−x2


 , gy =




1√
1−y2

iy√
1−y2

− iy√
1−y2

1√
1−y2


 ,

gϕ =


 eiϕ/2 0

0 e−iϕ/2


 ,

êîòîðûå äåéñòâóþò íà H2 äðîáíî-ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè:

z → az + b

cz + d
,


 a b

c d


 ∈ SU(1, 1) ≈ SL(2)

Îáðàçóþùèå ýòèõ ïîäãðóïï èìåþò âèä:

f1 =


 0 1

1 0


 , f2 =


 0 i

−i 0


 , f3 =




i
2

0

0 − i
2


 .

è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:

[f1, f2] = −4f3, [f1, f3] = −f2, [f2, f3] = f1.

Èñêîìàÿ ìåòðèêà íà S̃L2 èíäóöèðóåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈f1, f1〉 = 〈f2, f2〉 = 4, 〈f3, f3〉 = 1,

è
〈fj, fk〉 = 0, j 6= k,

íà àëãåáðå Ëè S̃L2 è, ó÷èòûâàÿ (1.1), ïîëó÷àåì:

∇e1e2 = −∇e2e1 = −1

2
e3, ∇e1e3 =

1

2
e2, ∇e3e1 =

3

2
e2,

∇e2e3 = −1

2
e1,∇e3e2 = −3

2
e1, ∇e1e1 = ∇e2e2 = ∇e3e3 = 0,

, (1.12)
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ãäå

e1 =
1

2
f1, e2 =

1

2
f2, e3 = f3, 〈ej, ek〉 = δjk, j, k = 1, 2, 3.

Îòìåòèì, ÷òî íà S̃L2 ìîæíî çàäàâàòü ðàçëè÷íûå ëåâîèíâàðèàíòíûå ìåò-
ðèêè, äëÿ êîòîðûõ S̃L2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå ðàññëîå-
íèå êðèâèçíû τ íàä ïîâåðõíîñòüþ ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû
k(ïîäðîáíîñòè ñì. [7, 8]). Èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
ðàññëîåíèå êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ äëèíû l ê ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé îò-
ðèöàòåëüíîé êðèâèçíû k (êàê è UH2 ýòî ðàññëîåíèå åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ PSL(2)) è çàòåì ðàññìàòðèâàòü íà ýòîì ðàññëîå-
íèè ìåòðèêó â ñîîòâåòñòâèè ñ [5]. Â ýòîì ñëó÷àå, ïðè ïîäíÿòèè ìåòðèêè
â S̃L2 ïîëó÷èì, ÷òî âåëè÷èíà τ ñâÿçàíà ñ l ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì
τ = lk

2
. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñòàòüå [19] íàìè ðàññìàòðèâàëèñü çíà÷å-

íèÿ k = −1 è l = 2 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, k = −1 è τ = −1. Â ýòîé ãëàâå,
äëÿ óêàçàííîé âûøå ìåòðèêè, çíà÷åíèÿ k = −1 è l = 1, èëè ïî-äðóãîìó,
k = −1 è τ = −1

2
. Çàìåòèì, ÷òî èçìåíåíèå âåëè÷èíû τ , ïðè óñëîâèè ÷òî

τ 6= 0, íå âëèÿåò íà ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ êàê
â ýòîé ãëàâå, òàê è â [19].

1.4.3 Ãðóïïà Sol

Ýòà ãðóïïà ñîñòîèò èç âñåõ ìàòðèö âèäà:



e−z 0 x

0 ez y

0 0 1


 , x, y, z ∈ R,
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ñ îáû÷íûì ìàòðè÷íûì óìíîæåíèåì è ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé âèäà:

ds2 = e2zdx2 + e−2zdy2 + dz2.

Àëãåáðà Ëè îáðàçîâàíà ýëåìåíòàìè:

e1 =




0 0 1

0 0 0

0 0 0


 , e2 =




0 0 0

0 0 1

0 0 0


 , e3 =




−1 0 0

0 1 0

0 0 0


 ,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = e1, [e2, e3] = −e2.

Ó÷èòûâàÿ (1.1), ìû çàêëþ÷àåì ÷òî:

∇e1e2 = ∇e2e1 = 0, ∇e1e3 = e1, ∇e3e1 = 0,

∇e2e3 = −e2, ∇e3e2 = 0,

∇e1e1 = −∇e2e2 = −e3, ∇e3e3 = 0.

(1.13)

1.5 Òåíçîðû êðèâèçíû òðåõìåðíûõ ãðóïï Ëè

Èñïîëüçóÿ (1.11), (1.12) è (1.13) âû÷èñëèì òåíçîð êðèâèçíû

〈R(X, Y )Z,W 〉 = RlkjiW
lZkY jX i = 〈(∇Y∇X −∇X∇Y +∇[X,Y ]

)
Z, W 〉

â ãðóïïàõ Nil , S̃L2, è Sol . Ìû íå ïðèâîäèì çäåñü âñå ýòè ïðîñòûå âû÷èñ-
ëåíèÿ è óêàæåì ëèøü êîíå÷íûé ðåçóëüòàò

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ãðóïï Ëè Nil , S̃L2, è Sol åñëè åñòü òðè ðàçëè÷-
íûõ èíäåêñà ñðåäè i, j, k, l, òî Rijkl = 0. Äðóãèå êîìïîíåíòû òåíçîðà
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êðèâèçíû èìåþò âèä:

R1212 =





−3
4

for Nil

−7
4

for S̃L2

1 for Sol

, R1313 = R2323 =





1
4

for Nil

1
4

for S̃L2

−1 for Sol

.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè |X| = |Y | = 1 è ýòè âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû,
òî

KXY = 〈R(X, Y )X,Y 〉

åñòü ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà X è Y . Ýòî ïðåäëî-
æåíèå ïîçâîëÿåò íàì âû÷èñëÿòü ñåêöèîííóþ êðèâèçíó ëþáîé ïëîñêîñòè.

1.6 Ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòè ïî ψ

Â ýòîé ÷àñòè ìû âûâåäåì óñëîâèÿ íà âåêòîð-ôóíêöèþ ψ, ò.å. êðèòåðèé
íà ôóíêöèþ ψ, ñîîòâåòñòâóþùóþ âëîæåíèþ ïîâåðõíîñòè â Nil , S̃L2, èëè
Sol .

Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ ψ óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâèÿì äëÿ îäíîé èç
ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ãðóïï G. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ïîâåðõíîñòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. 1

Ïóñòü ψ îïðåäåëåíî íà ïîâåðõíîñòè M ñ êîìïëåêñíûì ïàðàìåòðîì z.
Ðàññìîòðèì òî÷êó P ∈ M . Ïîäñòàâèì ψ â ôîðìóëó (1.5) äëÿ êîìïîíåíò
Z1, Z2, Z3 âåêòîðà Ψ =

∑3
k=1 Zkek = f−1∂f â àëãåáðå Ëè ãðóïïû G. Çàòåì

1Ýòî îáîáùàåò ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà ïîâåðõíîñòåé â R3 [2] è SU(2) [3] íà
ïîâåðõíîñòè â ýòèõ ãðóïïàõ.
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ðåøàåì ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ãðóïïå G:

fz = fΨ

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì f(P ) = g ∈ G. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì
òðåáóåìóþ ïîâåðõíîñòü êàê îòîáðàæåíèå:

f : M → G.

Èç âûâîäà óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè â �1.2 ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ ïîâåðõ-
íîñòü f : M → G ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òàêèì îáðàçîì. Èíäóöèðîâàííàÿ
ìåòðèêà èìååò âèä:

ds2 = e2αdzdz̄, eα = (|ψ1|2 + |ψ2|2),

è èíäóöèðîâàííàÿ ìåðà íà ïîâåðõíîñòè M :

dµ = e2α idz ∧ dz̄

2
.

Êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë Õîïôà ðàâåí:

ω = Adz2, A = 〈∇fzfz, N〉.

Òî÷íàÿ çàïèñü â òåðìèíàõ ψ, çàâèñèò îò ãðóïïû Ëè è ñâÿçíîñòè Ëåâè-
×åâèòû íà íåé. Â ñàìîì äåëå:

A = 〈(∂Zi)ei, N〉+ 〈
∑

j,k

ZjZk∇ej
ek, N〉 =

= (ψ̄2∂ψ1 − ψ1∂ψ̄2) + 〈
∑

j,k

ZjZk∇ej
ek, N〉.

(1.14)

Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ïðèíèìàþò ôîðìó óðàâíåíèÿ Äèðàêà (1.6) è îïè-
ñûâàþò ∂̄ψ1 è ∂ψ2:

Dψ =





 0 ∂

−∂̄ 0


 +


 U 0

0 V





 ψ = 0.
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Äðóãèå ïðîèçâîäíûå ∂ψ1 è ∂̄ψ2 ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû
äèôôåðåíöèðóåì eα è ïîëó÷èì:

αze
α = ψ̄1∂ψ1 + ψ2∂ψ̄2 + (ψ1∂ψ̄1 + ψ̄2∂ψ2),

ãäå ñîãëàñíî óðàâíåíèþ Äèðàêà, âûðàæåíèå â ñêîáêàõ çàïèñûâàåòñÿ êàê:

ψ1∂ψ̄1 + ψ̄2∂ψ2 = (V̄ − U)ψ1ψ̄2.

Âìåñòå ñ ôîðìóëîé äëÿ äèôôåðåíöèàëà Õîïôà, ýòî ïîçâîëÿåò âûïèñàòü
ñèñòåìó äëÿ ∂ψ1 è ∂ψ̄2:


 ψ̄1 ψ2

ψ̄2 −ψ1





 ∂ψ1

∂ψ̄2


 =


 αze

α + (U − V̄ )ψ1ψ̄2

A− 〈∑j,k ZjZk∇ej
ek, N〉


 .

Ðàçðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ∂ψ1 è ∂̄ψ2, ÷òî âìå-
ñòå ñ óðàâíåíèåì Äèðàêà äàåò íàì ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé Âåéíãàð-
òåíà â òåðìèíàõ ψ:

(∂ −A)ψ = 0, (∂̄ − B)ψ = 0. (1.15)

Òåïåðü óðàâíåíèÿ Êîäàööè âûâîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé íóëåâîé êðèâèçíû:

∂∂̄ψk = ∂̄∂ψk, k = 1, 2.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ ψ ïîðîæäàþùèì ñïèíîðîì
ïîâåðõíîñòè (ñì. [3] äëÿ îáúÿñíåíèÿ òàêîé òåðìèíîëîãèè).
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1.7 Ïðåäñòàâëåíèå ïîâåðõíîñòåé â ãðóïïå Nil

Â ñèëó (1.11), äåðèâàöèîííûå óðàâíåíèÿ (1.3) è (1.4) ïðèíèìàþò âèä:

∂Z̄1 − ∂̄Z1 = 0,

∂Z̄2 − ∂̄Z2 = 0,

∂Z̄3 − ∂̄Z3 + (Z1Z̄2 − Z̄1Z2) = 0,

∂Z̄1 + ∂̄Z1 + (Z2Z̄3 + Z̄2Z3) = 2iH(Z̄2Z3 − Z2Z̄3),

∂Z̄2 + ∂̄Z2 − (Z1Z̄3 + Z̄1Z3) = 2iH(Z̄3Z1 − Z3Z̄1),

∂Z̄3 + ∂̄Z3 = 2iH(Z̄1Z2 − Z1Z̄2).

(1.16)

Ïðè ïîäñòàíîâêå (1.5) â ýòè ôîðìóëû, ïåðâàÿ ïàðà óðàâíåíèé ïðèíèìàåò
âèä:

∂ψ2
2 + ∂̄ψ2

1 = 0,

à ÷åòâåðòîå è ïÿòîå óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùåìó:

∂ψ2
2 − ∂̄ψ2

1 + iψ1ψ2(|ψ2|2 − |ψ1|2) = −2Hψ1ψ2(|ψ1|2 + |ψ2|2).

Ñèñòåìà ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé â òî÷êå, ãäå ψ1ψ2 6= 0, ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â ôîðìå óðàâíåíèÿ Äèðàêà è ïî íåïðåðûâíîñòè ïðîäîëæåíà íà
âñþ ïîâåðõíîñòü:

DNil ψ =





 0 ∂

−∂̄ 0


 +


 UNil 0

0 VNil





 ψ = 0,

UNil = VNil =
H

2
(|ψ1|2 + |ψ2|2) +

i

4
(|ψ2|2 − |ψ1|2),

(1.17)

ãäå H ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè.
Çàìå÷àíèå 1.1. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü â òî÷êå, ãäå Z3 = ψ1ψ̄2 = 0,

íàòÿíóòà íà âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ëåâîèíâàðèàíòíûì ïîëÿì, îáðà-
çîâàííûì e1 è e2. Òàê êàê êîììóòàòîð ýòèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íå ëåæèò
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â ïëîñêîñòÿõ, îáðàçîâàííûõ ýòèìè âåêòîðàìè (ñîãëàñíî [e1, e2] = e3), òî
ëåâîèíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîñêîñòåé, íàòÿíóòûõ íà e1 è e2, íèãäå
íå èíòåãðèðóåìî. Ïîýòîìó òîæäåñòâî Z3 = 0 íå ìîæåò èìåòü ìåñòà â îò-
êðûòîì ïîäìíîæåñòâå ïîâåðõíîñòè. Ìû îòìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàëû îïåðà-
òîðà Äèðàêà âñþäó êîððåêòíî îïðåäåëåíû è ïîýòîìó óðàâíåíèå Dψ = 0

ïðîäîëæàåòñÿ, ïî íåïðåðûâíîñòè, íà çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {Z3 6= 0},
êîòîðîå, êàê ìû ïîêàçàëè âûøå, ñîâïàäàåò ñî âñåé ïîâåðõíîñòüþ. Òî æå
âûïîëíåíî äëÿ ïîâåðõíîñòåé â SU(2) è S̃L2, íî íå âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå
G = Sol .

Äèôôåðåíöèàë Õîïôà èìååò âèä:

A = (ψ̄2∂ψ1 − ψ1∂ψ̄2) + iψ2
1ψ̄

2
2 (1.18)

è óðàâíåíèÿ Âåéíãàðòåíà (1.15) ñîñòîÿò èç óðàâíåíèÿ Äèðàêà è ñëåäóþ-
ùåé ñèñòåìû:

∂ψ1 = αzψ1 + Ae−αψ2 − i

2
ψ2

1ψ̄2,

∂̄ψ2 = −Āe−αψ1 + αz̄ψ2 − i

2
ψ̄1ψ

2
2.

(1.19)

Èç óðàâíåíèé Âåéíãàðòåíà âûòåêàåò, ÷òî:

(∂ −A)(∂̄ − B)ψ − (∂̄ − B)(∂ −A)ψ = (Az̄ − Bz + [A,B])ψ = 0.

Çàìå÷àíèå 1.2. Â ñëó÷àå G = R3 èëè G = SU(2) ñïèíîð ψ∗ =

(−ψ̄2, ψ̄1)
⊥ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

Rψ∗ = (Az̄ − Bz + [A,B])ψ∗ = 0

è âìåñòå ñ Rψ = 0 ýòî äàåò:

R = Az̄ − Bz + [A,B] = 0
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(ñì. [3]). Â ñëó÷àå G = Nil , òàêæå êàê è äëÿ G = S̃L2 èëè G = Sol óðàâ-
íåíèå Rψ∗ = 0 íå âûïîëíÿåòñÿ è, â ÷àñòíîñòè, ÿäðî îïåðàòîðà Äèðàêà
íå ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä êâàòåðíè-
îíàìè. Ïîýòîìó â íàøåé ñèòóàöèè óðàâíåíèÿ Êîäàööè áóäóò âûâåäåíû
ïî-äðóãîìó. Èìååò ìåñòî:

A =


 αz − i

2
Z3 Ae−α

−W − i
2
Z3


 , B =


 − i

2
Z̄3 W

−Āe−α αz̄ − i
2
Z̄3


 ,

ãäå Z3 = ψ1ψ̄2 è W =
(

H
2
− i

4

)
eα. Óðàâíåíèå Rψ = 0 çàïèñûâàåòñÿ êàê

ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé:

κ1 = ((αzz̄−|A|2e−2α+|W |2)+ i

2
(∂Z̄3−∂̄Z3))ψ1+(Az̄e

−α−W z+αzW )ψ2 = 0,

κ2 = (Āze
−α−Wz̄+αz̄W )ψ1+(−(αzz̄−|A|2e−2α+|W |2)+ i

2
(∂Z̄3−∂̄Z3))ψ2 = 0.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïîâåðõíîñòåé â Nil èìåëî ìåñòî:

∂Z̄3 − ∂̄Z3 = − i

2
(|ψ2|4 − |ψ1|4), ∂Z̄3 + ∂̄Z3 = H(|ψ2|4 − |ψ1|4). (1.20)

Òåïåðü ñèñòåìà óðàâíåíèé Êîäàööè ïðèìåò âèä

κ1ψ̄1 − κ̄2ψ2 = 0, κ1ψ̄2 + κ̄2ψ1 = 0

è ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

αzz̄ − |A|2e−2α +
H2

4
e2α =

1

16
(3|ψ1|4 + 3|ψ2|4 − 10|ψ1|2|ψ2|2),

Az̄ − Hz

2
e2α +

1

2
(|ψ2|4 − |ψ1|4)ψ1ψ̄2 = 0.

Èñïîëüçóÿ (1.20), ìû çàïèøåì ýòó ñèñòåìó òàê:

αzz̄ − e−2α|A|2 +
1

4
e2αH2 =

3

16
e2α − |Z3|2,

∂̄

(
A +

Z2
3

2H + i

)
=

1

2
Hze

2α + ∂̄

(
1

2H + i

)
Z3

2

(1.21)

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó.
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Òåîðåìà 1. Äëÿ ïîâåðõíîñòè â G = Nil åå ïîðîæäàþùèé ñïèíîð ψ

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Äèðàêà (1.17). Áîëåå òîãî, âåêòîð-ôóíêöèÿ
ψ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (1.17), ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ñïèíîðîì íåêîòî-
ðîé ïîâåðõíîñòè â Nil . Ñèñòåìà óðàâíåíèé Âåéíãàðòåíà ýêâèâàëåíòíà
(1.17) è (1.19). Äèôôåðåíöèàë Õîïôà èìååò âèä (1.18) è óðàâíåíèÿ Êî-
äàööè èìåþò âèä (1.21).

Ñëåäñòâèå 1. Ïîðîæäàþùèé ñïèíîð ψ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè â
Nil óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

∂̄ψ1 =
i

4
(|ψ2|2 − |ψ1|2)ψ2, ∂ψ2 = − i

4
(|ψ2|2 − |ψ1|2)ψ1.

Ñëåäñòâèå 2 (Àáðåø 2). Äëÿ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðè-
âèçíû â Nil êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë Õîïôà

Ãdz2 =

(
A +

Z2
3

2H + i

)
dz2 (1.22)

ãîëîìîðôåí.
2Ïîñêîëüêó â [6] ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ñðåäíåé

êðèâèçíû â S2 × R è H2 × R íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ äèôôåðåíöèàëà Õîïôà ãîëî-
ìîðôíû è ýòî æå óòâåðæäåíèå áûëî àíîíñèðîâàíî â [7] äëÿ ïîâåðõíîñòåé â Nil è
äðóãèõ òðåõìåðíûõ ãåîìåòðèÿõ ñ ÷åòûðåõìåðíîé ãðóïïîé èçîìåòðèé [6] è ïîñêîëü-
êó ýòè ðåçóëüòàòû Àáðåøà è Ðîçåíáåðãà ïîñëóæèëè äëÿ íàñ ìîòèâîì äîêàçàòü ýòî
óòâåðæäåíèå íàøèìè ìåòîäàìè, â íàøåé ðàáîòå [19] ìû îòíåñëè àâòîðñòâî ðåçóëü-
òàòà î ãîëîìîðôíîñòè ýòîãî äèôôåðåíöèàëà äëÿ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ñðåäíåé
êðèâèçíû Àáðåøó. Òåì íå ìåíåå òùàòåëüíûé àíàëèç ôîðìóë èç [6, 7] ïîêàçûâàåò, ÷òî
äèôôåðåíöèàë Àáðåøà�Ðîçåíáåðãà èìååò âèä

(H + iτ)Ãdz2,

ãäå ïðîñòðàíñòâî Nil ëîêàëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îäíîìåðíîå ðàññëîåíèå íàä åâ-
êëèäîâîé ïëîñêîñòüþ ñ êðèâèçíîé ðàññëîåíèÿ ðàâíîé τ .
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Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè äèôôåðåíöèàë Õîïôà Ãdz2 ãîëîìîðôíûé, òî ïî-
âåðõíîñòü â Nil èìååò ïîñòîÿííóþ ñðåäíþþ êðèâèçíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ýòî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî Hz 6= 0 â íåêîòîðîé îáëàñòè. Òîãäà

1

2
e2αHz =

2Hz̄

(2H + i)2
Z2

3

è èç ðàâåíñòâà ìîäóëåé ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

1

2
e2α =

2|ψ1|2|ψ2|2
4H2 + 1

.

Ïîñêîëüêó eα = |ψ1|2 + |ψ2|2, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(4H2 + 1)(|ψ1|2 + |ψ2|2)2 = 4|ψ1|2|ψ2|2

è îòñþäà ìû âûâîäèì, ÷òî

4H2e2α + (|ψ1|2 − |ψ2|2)2 = 0.

ßñíî, ÷òî ýòî òîæäåñòâî èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
|ψ1| = |ψ2| è H = 0, ò.å ïîâåðõíîñòü ìèíèìàëüíàÿ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ïåðâîíà÷àëüíîìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Çàìå÷àíèå 1.3. Â óðàâíåíèÿõ Êîäàööè (1.21), ïîìèìî ïåðâîé è âòî-
ðîé ôîðìû, âûðàæåííîé ÷åðåç eα, H è A, ó÷àñòâóåò òàêæå Z3. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñîâìåñò-
íîñòè, íåîáõîäèìî ê óðàâíåíèÿì (1.21) äîáàâèòü óðàâíåíèÿ âîçíèêàþùèå
ïðÿìûì îáðàçîì èç óðàâíåíèé Âåéíãàðòåíà. Ýòè óðàâíåíèÿ áóäóò âûðà-
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æàòü ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé n3 = 〈N, e3〉 è Z3 = 〈fz, e3〉:

∂̄Z3 =

(
H

2
+

i

4

)
n3e

2α,

∂Z3 = 2αzZ3 + An3,

∂n3 = −2Ae−2αZ̄3 −
(

H − i

2

)
Z3

(1.23)

Ìû íå áóäåì çäåñü èñêëþ÷àòü ëèøíèå óðàâíåíèÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî
âåëè÷èíû n3 è Z3 ñâÿçàíû òîæäåñòâîì

n2
3 + e−2α|Z3|2 = 1

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîäîáíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîâìåñòíîñòè, â
íåñêîëüêî äðóãèõ òåðìèíàõ, ïðåäñòàâëåíà â [8]. Íî âìåñòî êîìïëåêñíîé
ôóíêöèè íà ïîâåðõíîñòè Z3, â [8] èñïîëüçóåòñÿ âåêòîð ïðîåêöèè e3 íà
êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè. Â íàøèõ òåðìèíàõ ýòîò âåêòîð
ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê Re[4e−2αZ3fz̄]. Â ãëàâå 3 ìû ïîêàæåì êàê ïåðåïè-
ñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ñîâìåñòíîñòè, â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé
ñðåäíåé êðèâèçíû, â ôîðìå ïîçâîëÿþùåé âåñòè èññëåäîâàíèÿ ìåòîäàìè
èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.

Â çàêëþ÷åíèè ìû âû÷èñëèì ôóíêöèîíàë ýíåðãèè äëÿ çàìêíóòûõ ïî-
âåðõíîñòåé â ãðóïïå Nil .

Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ çàìêíóòîé, îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè M â
ãðóïïå Nil , ôóíêöèîíàë ýíåðãèè âåùåñòâåííûé è ðàâåí:

E(M) =

∫

M

(
H2

4
(|ψ1|2 + |ψ2|2)2 − 1

16
(|ψ2|2 − |ψ1|2)2

)
idz ∧ dz̄

2
(1.24)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ UNil è VNil â òîæäåñòâî
(1.10) è ïîëó÷èì, ÷òî:

∂̄(ψ1ψ̄2) =
H

2
(|ψ2|2 − |ψ1|2) + i

1

4
(|ψ2|4 − |ψ1|4).
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Ñîãëàñíî ôîðìóëå Ñòîêñà:
∫

M

H

2
(|ψ2|2 − |ψ1|2) idz ∧ dz̄

2
+ i

∫

M

1

4
(|ψ2|4 − |ψ1|4) idz ∧ dz̄

2
= 0. (1.25)

Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ëåâîé ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòî-
ÿííîé, ðàâíà Im E(M). Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàë ýíåðãèè âåùå-
ñòâåííûé. Äàëåå ïîäñòàâëÿÿ UNil è VNil â Re E(M) ïîëó÷àåì (2.15). ×òî
äîêàçûâàåò íàøå ïðåäëîæåíèå. Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ ìíèìîé
÷àñòè âûðàæåíèÿ (1.25) âìåñòå ñ (1.7) âëå÷åò çà ñîáîé:

∫

M

〈N, e3〉dµ =

∫

M

(|ψ2|4 − |ψ1|4) idz ∧ dz̄

2
= 0.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ôóíêöèîíàë ýíåðãèè äëÿ ïîâåðõíîñòè M â ãðóïïå Nil

ðàâåí:

E(M) =
1

4

∫

M

(
H2 +

K̂

4
− 1

16

)
dµ, (1.26)

ãäå K̂ ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäëîæåíèåì 2 çàêëþ÷àåì,
÷òî ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â åäèíèöå ãðóïïû ðàâ-
íà:

K̂ =
1

4
− cos2 ϕ,

ãäå ϕ � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê ïëîñêîñòè è e3. Ó÷èòûâàÿ (1.7), ïîäûí-
òåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (2.15) ðàâíî

1

4
e2αH2 − 1

16
(|ψ2|2 − |ψ1|2)2 =

1

4
e2αH2 − 1

16
e2α〈N, e3〉2 =

1

4
e2α

(
H2 − 1

4
cos2 ϕ

)
=

1

4
e2α

(
H2 − 1

4

(
1

4
− K̂

))
=

=
1

4
e2α

(
H2 +

1

4
K̂ − 1

16

)
.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
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1.8 Ïðåäñòàâëåíèå ïîâåðõíîñòåé â ãðóïïå
S̃L2

Ïîäñòàâëÿÿ (1.12) â äåðèâàöèîííûå óðàâíåíèÿ (1.3) è (1.4) ïîëó÷àåì,
÷òî:

∂Z̄1 − ∂̄Z1 + (Z2Z̄3 − Z̄2Z3) = 0,

∂Z̄2 − ∂̄Z2 + (Z3Z̄1 − Z̄3Z1) = 0,

∂Z̄3 − ∂̄Z3 − (Z1Z̄2 − Z̄1Z2) = 0,

∂Z̄1 + ∂̄Z1 − 2(Z2Z̄3 + Z̄2Z3) = 2iH(Z̄2Z3 − Z2Z̄3),

∂Z̄2 + ∂̄Z2 + 2(Z1Z̄3 + Z̄1Z3) = 2iH(Z̄3Z1 − Z3Z̄1),

∂Z̄3 + ∂̄Z3 = 2iH(Z̄1Z2 − Z1Z̄2).

(1.27)

Ïðè ïîäñòàíîâêå (1.5) â ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå

∂ψ2
2 + ∂̄ψ2

1 − iψ1ψ2(|ψ1|2 + |ψ2|2) = 0,

à ÷åòâåðòîå è ïÿòîå óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùåìó:

∂ψ2
2 − ∂̄ψ2

1 − 2iψ1ψ2(|ψ2|2 − |ψ1|2) = −2Hψ1ψ2(|ψ1|2 + |ψ2|2)

Ýòè äâà óðàâíåíèÿ â ñîâîêóïíîñòè òàêæå ìîãóò ïðåäñòàâëåíû â âèäå
óðàâíåíèÿ Äèðàêà (âûâîä àíàëîãè÷åí âûâîäó äëÿ ãðóïïû Nil , ñì. (1.17)
â �1.7):

DSL ψ =





 0 ∂

−∂̄ 0


 +


 USL 0

0 VSL





 ψ = 0,

USL =
H

2
(|ψ1|2 + |ψ2|2) +

i

2

(
1

2
|ψ1|2 − 3

2
|ψ2|2

)
,

VSL =
H

2
(|ψ1|2 + |ψ2|2) +

i

2

(
3

2
|ψ1|2 − 1

2
|ψ2|2

)
,

(1.28)
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ãäå H � ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè. Äèôôåðåíöèàë Õîïôà ðàâåí

A = (ψ̄2∂ψ1 − ψ1∂ψ̄2)− 2iψ2
1ψ̄

2
2 (1.29)

è ìû èìååì

∂ψ1 = αzψ1 + Ae−αψ2 + iψ2
1ψ̄2,

∂̄ψ2 = −Āe−αψ1 + αz̄ψ2 + iψ̄1ψ
2
2

(1.30)

Ìàòðèöû A è B ïðèíèìàþò âèä:

A =


 αz + iZ3 Ae−α

−W iZ3


 , B =


 iZ̄3 W

−Āe−α αz̄ + iZ̄3


 ,

ãäå W = 1
2
(H + i

2
)eα. Òîæäåñòâî Rψ = 0 ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèÿì:

κ1 = ((αzz̄−|A|2e−2α+|W |2)−i(∂Z̄3−∂̄Z3))ψ1+(Az̄e
−α−W z+αzW )ψ2 = 0,

κ2 = (Āze
−α−Wz̄+αz̄W )ψ1+(−(αzz̄−|A|2e−2α+|W |2)−i(∂Z̄3−∂̄Z3))ψ2 = 0.

Òàê êàê ïîðîæäàþùèå ñïèíîðû ïîâåðõíîñòè â S̃L2 óäîâëåòâîðÿþò ðà-
âåíñòâàì

∂Z̄3 − ∂̄Z3 =
i

2
(|ψ2|4 − |ψ1|4), ∂Z̄3 + ∂̄Z3 = H(|ψ2|4 − |ψ1|4),

ìû çàïèøåì óðàâíåíèÿ κ1ψ̄1− κ̄2ψ2 = 0 è κ1ψ̄2+ κ̄2ψ1 = 0 êàê ñëåäóþùóþ
ñèñòåìó:

αzz̄ − e−2α|A|2 +
1

4
e2αH2 =

7

16
e2α − 2|Z3|2,

∂̄

(
A +

Z2
3

H − i
2

)
=

1

2
Hze

2α + ∂̄

(
1

H − i
2

)
Z2

3

(1.31)

Òàêèì îáðàçîì èìååò ìåñòî
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Òåîðåìà 2. Äëÿ ïîâåðõíîñòè â ãðóïïå G = S̃L2, åå ïîðîæäàþùèé ñïè-
íîð ψ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Äèðàêà (1.28). Ëþáàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ
ψ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ Äèðàêà (1.28), ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì
ñïèíîðîì äëÿ íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè â S̃L2. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Âåéí-
ãàðòåíà ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç äâóõ óðàâíåíèé (1.28)
è (1.30). Äèôôåðåíöèàë Õîïôà èìååò âèä (1.29), à óðàâíåíèÿ Êîäàööè
èìåþò âèä (1.31).

Ñëåäñòâèå 3. Ïîðîæäàþùèé ñïèíîð ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè â S̃L2

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì:

∂̄ψ1 = i

(
3

4
|ψ1|2 − 1

4
|ψ2|2

)
ψ2, ∂ψ2 = −i

(
1

4
|ψ1|2 − 3

4
|ψ2|2

)
ψ1

Ñëåäñòâèå 4 (Àáðåø). Äëÿ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèç-
íû â S̃L2 êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë

Ãdz2 =

(
A +

Z3
2

H − i
2

)
dz2 (1.32)

ãîëîìîðôåí.

Çàìå÷àíèå 1.4. Â [13] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîâåðõíîñòü äëÿ êîòîðîé
êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë Ãdz2 ãîëîìîðôåí, ëèáî ïîâåðõíîñòü ïî-
ñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû, ëèáî ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó, îïèñàííîìó
â [13], ñåìåéñòâó ïîâåðõíîñòåé. Òàì æå îáúÿñíåíî, ÷òî êîìïàêòíàÿ ïî-
âåðõíîñòü íåíóëåâîé ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè, íà êîòîðîé êâàäðàòè÷-
íûé äèôôåðåíöèàë Ãdz2 ãîëîìîðôåí, ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ïîñòîÿí-
íîé ñðåäíåé êðèâèçíû.
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Çàìå÷àíèå 1.5. Êàê è â çàìå÷àíèè 1.3 ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà,
óðàâíåíèÿ Êîäàöèè (1.31) íóæíî äîïîëíèòü åùå òðåìÿ óðàâíåíèÿìè:

∂̄Z3 =

(
H

2
− i

4

)
n3e

2α,

∂Z3 = 2αzZ3 + An3,

∂n3 = −2Ae−2αZ̄3 −
(

H +
i

2

)
Z3

(1.33)

1.9 Ïðåäñòàâëåíèå ïîâåðõíîñòåé â ãðóïïå Sol

Ñîãëàñíî (1.13), äåðèâàöèîííûå óðàâíåíèÿ (1.3) è (1.4) äëÿ ïîâåðõíîñòåé
â ãðóïïå Sol èìåþò âèä:

∂Z̄1 − ∂̄Z1 + (Z1Z̄3 − Z̄1Z3) = 0,

∂Z̄2 − ∂̄Z2 − (Z2Z̄3 − Z̄2Z3) = 0,

∂Z̄3 − ∂̄Z3 = 0,

∂Z̄1 + ∂̄Z1 + (Z1Z̄3 + Z̄1Z3) = 2iH(Z̄2Z3 − Z2Z̄3),

∂Z̄2 + ∂̄Z2 − (Z2Z̄3 + Z̄2Z3) = 2iH(Z̄3Z1 − Z3Z̄1),

∂Z̄3 + ∂̄Z3 − 2(|Z1|2 − |Z2|2) = 2iH(Z̄1Z2 − Z1Z̄2)

(1.34)

Òàêæå êàê â �1.7 è �1.8 ìû ïîäñòàâëÿåì (1.5) â ýòè óðàâíåíèÿ è ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ ïàðó óðàâíåíèé:

∂ψ2
2 + ∂̄ψ2

1 − ψ̄1ψ̄2(|ψ1|2 + |ψ2|2) = 0,

∂ψ2
2 − ∂̄ψ2

1 + ψ̄1ψ̄2(|ψ1|2 − |ψ2|2) = −2Hψ1ψ2(|ψ1|2 + |ψ2|2)
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Âèäíî, ÷òî â òî÷êå, ãäå Z3 = ψ1ψ̄2 6= 0, ýòè óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò ôîðìó
óðàâíåíèÿ Äèðàêà:

DSol ψ =





 0 ∂

−∂̄ 0


 +


 USol 0

0 VSol





 ψ = 0,

USol =
H

2
(|ψ1|2 + |ψ2|2)− 1

2
ψ̄2

2

ψ̄1

ψ1

,

VSol =
H

2
(|ψ1|2 + |ψ2|2) +

1

2
ψ̄2

1

ψ̄2

ψ2

(1.35)

Çàìå÷àíèå 1.6. Òàê êàê ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ e1 è e2

êîììóòèðóþò, óðàâíåíèå Z3 = ψ1ψ̄2 = 0 ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íà îòêðûòîì
ïîäìíîæåñòâå B ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó óðàâíåíèå Äèðàêà íå ìîæåò áûòü
ïðîäîëæåíî íà âñþ ïîâåðõíîñòü è íå îïèñûâàåò äåôîðìàöèþ ψ â ìíî-
æåñòâå B. Òàê êàê H = 0 â B, ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî USol = VSol = 0 âíóòðè
ýòîé îáëàñòè. Òåì íå ìåíåå íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà {Z3 6= 0} ïîòåíöèà-
ëû USol è VSol íå âñåãäà êîððåêòíî îïðåäåëåíû, â ñèëó íåîïðåäåëåííîñòè
âûðàæåíèé ψ̄1

ψ1
è ψ̄2

ψ2
, âìåñòå ñ òåì ìåðà ýòîãî ìíîæåñòâà ðàâíà íóëþ.

Äèôôåðåíöèàë Õîïôà ïîâåðõíîñòè Sol ðàâåí:

A = (ψ̄2∂ψ1 − ψ1∂ψ̄2) +
1

2
(ψ̄4

2 − ψ4
1), (1.36)

à ñèñòåìà óðàâíåíèé Âåéíãàðòåíà îáðàçîâàíà (1.35) è ñëåäóþùåé ïàðîé
óðàâíåíèé:

∂ψ1 = αzψ1 + Ae−αψ2 − 1

2
ψ̄3

2,

∂̄ψ2 = −Āe−αψ1 + αz̄ψ2 − 1

2
ψ̄3

1

(1.37)

Óðàâíåíèÿ Êîäàööè çàïèñûâàþòñÿ òàê:

αzz̄ − e−2α|A|2 +
1

4
e2αH2 =

1

4
(6|ψ1|2|ψ2|2 − (|ψ1|4 + |ψ2|4)),

Az̄ − 1

2
Hze

2α = (|ψ2|4 − |ψ1|4)ψ1ψ̄2,
(1.38)
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èëè, ñ èñïîëüçîâàíèåì n3 è Z3, â ñëåäóþùåì âèäå:

αzz̄ − e−2α|A|2 +
1

4
e2αH2 = 2|Z3|2 − 1

4
e2α,

Az̄ − 1

2
Hze

2α = n3e
2αZ3

(1.39)

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó

Òåîðåìà 3. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : M → Sol çàäàåò ïîâåðõíîñòü.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ïîäìíîæåñòâî M , ãäå Z3 = 〈f−1fz, e3〉 = 0. Ïóñòü
B0 � âíóòðåííîñòü B, è ïóñòü C � ïîäìíîæåñòâî â M , âûäåëåííîå
íåðàâåíñòâîì Z3 6= 0. Ïîñêîëüêó M = B0∪C̄, ìíîæåñòâî B\B0 ëåæèò
â çàìûêàíèè C̄ ìíîæåñòâà C è èìååò íóëåâóþ ìåðó. Òîãäà ïîðîæäàþ-
ùèé ñïèíîð ψ ïîâåðõíîñòè M óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Äèðàêà (1.35)
â C è óðàâíåíèþ Äèðàêà ñ íóëåâûìè ïîòåíöèàëàìè: ∂̄ψ1 = ∂ψ2 = 0, �
â B0. Ëþáàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ψ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (1.35) íà íåêîòîðîì
ìíîæåñòâå D ⊂ M , ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ñïèíîðîì äëÿ íåêîòî-
ðîé ïîâåðõíîñòè f : D → Sol . Äèôôåðåíöèàë Õîïôà ðàâåí (1.36). Íà
ìíîæåñòâå B0 ∪ C óðàâíåíèÿ Âåéíãàðòåíà çàïèñûâàþòñÿ êàê (1.37) è
óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ψ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Êîäàööè èìååò âèä (1.39).

Ñëåäñòâèå 5. Ïîðîæäàþùèé ñïèíîð ψ ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè â
Sol óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì:

∂̄ψ1 =
1

2
ψ̄2

1ψ̄2, ∂ψ2 =
1

2
ψ̄1ψ̄

2
2

Çàìå÷àíèå 1.7. Â [7] îáúÿñíåíî, ÷òî êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë
íà ïîâåðõíîñòè Ãdz2, ïîëó÷åííûé èç îáû÷íîãî äèôôåðåíöèàëà Õîïôà
Adz2 êîððåêòèðóþùåé êâàäðàòè÷íîé äîáàâêîé âèäà (1.22),(1.32) è ãî-
ëîìîðôíûé íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû, âîçìîæåí
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ëèøü â ñëó÷àå îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ ðàçìåðíîñòüþ ãðóïïû èçî-
ìåòðèé áîëüøå ëèáî ðàâíîé 4. Íî â ñëó÷àå Sol ãðóïïà èçîìåòðèé òðåõ-
ìåðíà.
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Ãëàâà 2

Ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ â ãðóïïå
Nil è îáîáùåííûé ôóíêöèîíàë
Óèëëìîðà

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû èçëîæåíû â [20].
Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñïåêòðàëüíîå îáîáùåíèå ôóíêöèîíàëà Óèë-

ëìîðà äëÿ ïîâåðõíîñòåé â òðåõìåðíîé ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà Nil (ñì.
ïåðâóþ ãëàâó). Ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà äëÿ ïîâåðõíîñòåé â Nil áû-
ëî ðàññìîòðåíî íàìè â ïåðâîé ãëàâå, ãäå ñëåäóÿ ñïåêòðàëüíîìó ïîäõîäó,
ïðèíÿòîìó â [1, 14], áûëî ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ôóíêöèî-
íàëà Óèëëìîðà

E(M) =

∫

M

UV
idz ∧ dz̄

2
,

ãäå U è V ïîòåíöèàëû îïåðàòîðà Äèðàêà, ïîëó÷åííîãî èç ïðåäñòàâëåíèÿ
Âåéåðøòðàññà.

Â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé â R3, òàêîé ïîäõîä äàåò ÷åòâåðòü ôóíêöèîíàëà
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Óèëëìîðà W =
∫

H2dµ. Òåì íå ìåíåå äëÿ ïîâåðõíîñòåé â Nil ôóíêöè-
îíàë E íå ïðîïîðöèîíàëåí èçâåñòíîìó îáîáùåíèþ ôóíêöèîíàëà Óèëë-
ìîðà âèäà

∫
(H2 + K̂)dµ, ãäå K̂ � ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà îáúåìëþùåãî

ïðîñòðàíñòâà âäîëü êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè.
Â ýòîé ãëàâå ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïîâåðõíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå Nil

ôóíêöèîíàë E(M) àíàëîãè÷åí ôóíêöèîíàëó Óèëëìîðà äëÿ ïîâåðõíî-
ñòåé â R3 âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè áóäåò äîêàçàíî, ÷òî E > 0

äëÿ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ, à äëÿ ñôåð âðàùåíèÿ ìèíèìóì
äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè íà ñôåðàõ ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû (òåî-
ðåìà 5 è åå ñëåäñòâèÿ). Êðîìå òîãî, ýòè ñôåðû åñòü êðèòè÷åñêèå òî÷êè
ôóíêöèîíàëà E (òåîðåìà 6). Áîëåå òîãî, ìû óêàçûâàåì ñâÿçü ôóíêöèî-
íàëîâ E è W ñ èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷åé: â ÷àñòíîñòè, îáà ôóíêöè-
îíàëà E è 1

4
W ïðèíèìàþò îäíî è òî æå çíà÷åíèå ðàâíîå π íà ñôåðàõ

ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû â Nil è R3 ñîîòâåòñòâåííî (òåîðåìà 4).
Â ñëó÷àå R3 òàêèå ñôåðû ñóòü èçîïåðèìåòðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè è èìååò
ìåñòî ãèïîòåçà, ÷òî òî æå âåðíî è äëÿ Nil . Â �2.3 ìû òàêæå ïîêàæåì, êàê
ïîëó÷èòü íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç [7] è [10] ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ
Âåéåðøòðàññà.

Ìû íàõîäèì, ÷òî ñâÿçü ìåæäó òåîðèåé ôóíêöèîíàëà Óèëëìîðà è èçî-
ïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷åé äîñòàòî÷íî èíòåðåñíà. Ýòà ñâÿçü ðàññìàòðèâà-
åòñÿ â �2.6. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèîíàëà E âûâåäåíî
â �2.7.
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2.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ãðóïïà Nil ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé ãðóïïîé Ëè, è ìû ïîëàãàåì, ÷òî îíà
íàäåëåíà ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé âèäà

ds2 = dx2 + dy2 + (dz − xdy)2.

Àëãåáðà Ëè èìååò òðè îáðàçóþùèå e1 = ex, e2 = ey, e3 = ez, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = [e2, e3] = 0.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â àëãåáðå Ëè, çàäàííîå ëåâîèíâàðèàíòíîé ìåò-
ðèêîé, áóäåì îáîçíà÷àòü êàê

〈u, v〉 =
3∑

i=1

uivi, u =
∑

uiei, v =
∑

vkek.

Êàê ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, ïðîñòðàíñòâî Nil äèôôåîìîðôíî R3 è íà íåì
âîçìîæíî ââåñòè öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x = ρ cos ϕ, y = ρ sin ϕ, z =
ρ2

2
cos ϕ sin ϕ + h.

Äëÿ ýòîãî èç òî÷êè z = h íà îñè z ïðîâåäåì ãåîäåçè÷åñêóþ äëèíû ρ,
ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè z. Íàïðàâëåíèå ãåîäåçè÷åñêîé çàäàåòñÿ âåëè÷èíîé
ϕ, óãëîì ìåæäó ãåîäåçè÷åñêîé è îñüþ x. Êîíå÷íàÿ òî÷êà ýòîé ãåîäåçè÷å-
ñêîé èìååò êîîðäèíàòû (ρ, ϕ, h). Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ìåòðèêà
ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

ds2 = dρ2 − ρ2dhdϕ +
1

4
ρ2(4 + ρ2)dϕ2 + dh2 (2.1)

Çàìåòèì, ÷òî âðàùåíèÿ âîêðóã îñè z çàäàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿìè ϕ →
ϕ + θ ÿâëÿþòñÿ èçîìåòðèÿìè. Íàïîìíèì îñíîâíûå ôàêòû êàñàþùèåñÿ
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ïðåäñòàâëåíèÿ Âåéåðøòðàññà äëÿ ïîâåðõíîñòåé â ãðóïïå Nil , ïðåäñòàâ-
ëåííûå â ïåðâîé ãëàâå. Ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà äëÿ ïîâåðõíîñòè

f : M → Nil

îïðåäåëÿåò åå â òåðìèíàõ ðåøåíèÿ ψ(z) íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

DNil ψ =





 0 ∂

−∂̄ 0


 +


 U 0

0 V





 ψ = 0,

ãäå z � êîíôîðìíûé ïàðàìåòð íà ïîâåðõíîñòè. Íåëèíåéíîñòü ñêðûòà â
ïîòåíöèàëàõ U è V . Äëÿ ãðóïïû Nil ìû èìååì

UNil = VNil =
H

2
(|ψ1|2 + |ψ2|2) +

i

4
(|ψ2|2 − |ψ1|2),

ãäå H � ñðåäíÿÿ êðèâèçíà. Äëÿ êîìïàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé áåç êðàÿ â
ãðóïïå Nil ìû ââåëè(ñì.ïåðâóþ ãëàâó) ôóíêöèîíàë (ñïèíîðíîé) ýíåðãèè
ñëåäóþùèì îáðàçîì

E(M) =

∫

M

UV
idz ∧ dz̄

2
.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Âåéåðøòðàññà ïîâåðõíîñòåé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå R3 ïîòåíöèàëû U è V âåùåñòâåííû è ñîâïàäàþò, è êðîìå òîãî ôóíê-
öèîíàë ýíåðãèè ðàâåí E(M) = 1

4
W , ãäå W � ôóíêöèîíàë Óèëëìîðà [1].

Òî÷êà çðåíèÿ, îñíîâàííàÿ íà ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðà Äèðàêà D,
âîçíèêàþùåãî èç ïðåäñòàâëåíèÿ Âåéåðøòðàññà, è ïðîäåìîíñòðèðîâàí-
íàÿ â [1, 14], äàåò îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïå-
ðàòîðà D äîëæíû èìåòü ñóùåñòâåííûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ïîýòîìó
ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèîíàë E êàê ñïåêòðàëüíîå îáîáùåíèå ôóíêöè-
îíàëà Óìëëìîðà. Õîòÿ ïðîèçâåäåíèå UV è êîìïëåêñíîçíà÷íî, â ïåðâîé
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ãëàâå ìû ïîêàçàëè, ÷òî èíòåãðàë îò ôîðìû UV idz∧dz̄
2

ïî êîìïàêòíîé ïî-
âåðõíîñòè áåç êðàÿ ðàâåí

E(M) =
1

4

∫

M

(
H2 +

K̂

4
− 1

16

)
dµ, (2.2)

ãäå K̂ � ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ïîâåðõíîñòè â Nil

è dµ = e2αdx ∧ dy � èíäóöèðîâàííàÿ ìåðà íà M .

2.2 Îñíîâíûå òîæäåñòâà äëÿ ïîâåðõíîñòåé
íà êîòîðûõ îáîáùåííûé äèôôåðåíöèàë
Õîïôà Ã = 0

Ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè èç äåðèâàöè-
îííûõ óðàâíåíèé â Nil è ïðèâåäåíû â �1.7:

∂n3

∂z
= −2e−2αAZ̄3 −

(
H − i

2

)
Z3, (2.3)

ãäå n3 = 〈n, e3〉, à n-âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè,

e2α =
4|Z3|2
1− n3

2
(2.4)

è
∂Z3

∂z
= (2H − i)|Z3|2 n3

1− n3
2
. (2.5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèôôåðåíöèàë Ãdz2 ðàâåí íóëþ, ÷òî â ÷àñòíîñòè
îçíà÷àåò ÷òî ïîâåðõíîñòü èìååò ïîñòîÿííóþ ñðåäíþþ êðèâèçíó è òàêèì
îáðàçîì:

A = − Z3
2

2H + i
, H = const (2.6)
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è ãäå A-îáû÷íûé äèôôåðåíöèàë Õîïôà(ñì. �1.7). Ïîäñòàâëÿÿ (2.6) â
(2.3) è âûðàæàÿ e2α ÷åðåç (2.4), ìû ïîëó÷èì

∂n3

∂z
=

(
−H +

i

2
+

1− n3
2

4H + 2i

)
Z3, (2.7)

÷òî âìåñòå ñ (2.5) äàåò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

∆n3 +
2n3(n3x

2 + n3y
2)

1− n3
2

= 0, (2.8)

êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàíî íàìè â äàëüíåéøåì ïðè îïèñàíèè ñôåð âðà-
ùåíèÿ ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû. Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 6. Äëÿ ïîâåðõíîñòåé â Nil , íà êîòîðûõ Ãdz2 = 0, èìå-
åò ìåñòî óðàâíåíèå (2.8). Êðîìå òîãî, ìåòðèêà e2α îäíîçíà÷íî âûðà-
æàåòñÿ ÷åðåç n3 è êîíñòàíòó H.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü âòîðîå
óòâåðæäåíèå, äîñòàòî÷íî âûðàçèòü Z3 èç (2.7) è çàòåì, èñïîëüçóÿ (2.4),
ïîëó÷èòü

e2α =
4

1− n2
3

16H2 + 4

(4H2 + n3
2)2

∣∣∣∣
∂n3

∂z

∣∣∣∣
2

. (2.9)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â [6] óêàçàíû âñå ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ
S2 × R è H2 × R íà êîòîðûõ êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë Àáðåøà-
Ðîçåíáåðãà(äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ Nil îí ðàâåí (2H + i)Ãdz2) ðàâåí íóëþ.
Ìû íå áóäåì çäåñü ôîðìóëèðîâàòü ïîäîáíîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ Nil , îä-
íàêî èç äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ñòàíåò ÿñíî êàê ýòî ñäåëàòü.
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2.3 Ñôåðû âðàùåíèÿ ïîñòîÿííîé ñðåäíåé
êðèâèçíû â Nil

Ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû â Nil , è â ÷àñòíî-
ñòè ñôåðû âðàùåíèÿ, îïèñàíû â ïèîíåðñêîé ðàáîòå [15]. À â [10] ðàç-
áèðàåòñÿ åùå è ñëó÷àé ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû ñ
âèíòîâîé ñèììåòðèåé. Îäíàêî îá ýòèõ ðàáîòàõ àâòîð óçíàë íå ñðàçó è
îïèñàíèå ñôåð âðàùåíèÿ ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû ïðîâîäèëîñü ìå-
òîäàìè íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà(ñì. òàêæå [20]). Çäåñü ìû ïðîäåìîíñòðè-
ðóåì, êàê îïèñàíèå ñôåð ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû ïðÿìî âûâîäèòñÿ
ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ Âåéåðøòðàññà. Êðîìå òîãî ýòè âû÷èñëåíèÿ áó-
äóò èñïîëüçîâàíû äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ
(ïëîùàäè, îáúåìà îãðàíè÷èâàåìîé îáëàñòè è ñïèíîðíîé ýíåðãèè) íà ýòèõ
ñôåðàõ, à òàêæå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî ñôåðû ïîñòîÿííîé ñðåä-
íåé êðèâèçíû ñóòü êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèîíàëà ñïèíîðíîé ýíåðãèè.
Òåì íå ìåíåå ðåçóëüòàòû [15, 10] áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ íàìè ïðè âûâîäå
íèæíèõ îöåíîê äëÿ çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà ñïèíîðíîé ýíåðãèè íà ïî-
âåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ. Äëÿ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû
â Nil êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë Ãdz2 ãîëîìîðôåí. Ñëåäîâàòåëüíî
äëÿ ñôåð ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû îí òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ è,
òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå (2.8). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ðå-
øåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ (2.8):

n3 =
r2 − 1

r2 + 1
, (2.10)
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ãäå r2 = x2 + y2, z = x + iy. Ñîãëàñíî òîæäåñòâó (2.9), â ýòîì ñëó÷àå
èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà e2αdzdz̄ ïðèíèìàåò âèä:

e2α =
16(1 + 4H2)(1 + r2)2

((r2 − 1)2 + 4H2(1 + r2)2)2
. (2.11)

Ïóñòü ñôåðà ïîëó÷åíà âðàùåíèåì êðèâîé γ(r) = (ρ(r), ϕ(r), h(r)) âîêðóã
îñè z. Íà ýòîé ñôåðå åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû r è θ, ãäå θ îò-
âå÷àåò çà ïîâîðîò γ âîêðóã îñè z. Ïðåäïîëàãàÿ òåïåðü, ÷òî êîîðäèíàòû
íà ñôåðå x = r cos θ è y = r sin θ � êîíôîðìíûå, áóäåì èñêàòü γ(r) ïðè
êîòîðûõ èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà ñîâïàäàåò ñ (2.11). Â òåðìèíàõ êîîð-
äèíàò r è θ èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ðàâíà

(
ρ2 +

ρ4

4

)
dθ2 +

((
2ρ2 +

ρ4

2

)
ϕ′ − ρ2h′

)
drdθ+

+

(
h′2 + ρ2ϕ′2 +

1

4
ρ4ϕ′2 − ρ2h′ϕ′ + ρ′2

)
dr2.

Òàêàÿ ìåòðèêà ñîâïàäàåò ñ (2.11), åñëè è òîëüêî åñëè, ρ, h è ϕ óäîâëå-
òâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé:

ρ2 +
ρ4

4
= r2e2α,

(
2ρ2 +

ρ4

2

)
ϕ′ − ρ2h′ = 0,

h′2 + ρ′2 + ρ2ϕ′2 +
1

4
ρ4ϕ′2 − ρ2h′ϕ′ = e2α,

êîòîðóþ ìîæíî óïðîñòèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ =
√

σ, h′ =

√
1 +

σ

4

√
e2α − σ′2

4σ
, ϕ′ =

1

2

√
e2α − σ′2

4σ

1 + σ
4

,

ãäå σ = 2
√

1 + r2e2α − 2. Èç (2.11) òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî

σ =
16r2

(r2 − 1)2 + 4H2(r2 + 1)2
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è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

ρ =
4r√

(r2 − 1)2 + 4H2(r2 + 1)2
,

h =
1 + 4H2

4H2

(
− 4H(1− r2 + 4H2(1 + r2))

(r2 − 1)2 + 16H4(1 + r2)2 + 8H2(1 + r4)
+

+ arctan

[
1

4H
(r2 − 1 + 4H2(r2 + 1))

])
,

ϕ = arctan

[
1

4H
(4H2 − 1 + (1 + 4H2)r2)

]
,

(2.12)

ãäå r ∈ (0,∞). Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëå-
íèÿìè.

Ïðåäëîæåíèå 7. Äëÿ ëþáîãî H, 0 < H < ∞, êðèâàÿ (2.12) ïîðîæäàåò
ïîñðåäñòâîì âðàùåíèÿ ñôåðó ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû H.

Ïóñòü òåïåðü T1Nil � S1-ðàññëîåíèå íàä Nil , îáðàçîâàííîå êàñàòåëü-
íûìè âåêòîðàìè åäèíè÷íîé äëèíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f̂ : M → T1Nil

ãàóññîâî îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò òî÷êå p ∈ M íîðìàëü ê ïî-
âåðõíîñòè âûõîäÿùóþ èç òî÷êè p.

Ïðåäëîæåíèå 8. Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ H, 0 < H < ∞ è ëþáîé òî÷êè
q ∈ T1Nil ñóùåñòâóåò ñôåðà âðàùåíèÿ M ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû
H, òàêàÿ ÷òî q ∈ f̂(M).

Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîä ñôåðàìè âðàùåíèÿ
ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü íå òîëüêî ñôåðû
çàäàííûå ôîðìóëàìè (2.12), íî òàêæå èõ îáðàçû ïðè èçîìåòðèÿõ â Nil .
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 8. Ïóñòü q = (p, ξ) ∈ T1Nil , ãäå p ∈ Nil

è ξ ∈ TpNil . Ðàññìîòðèì ñôåðó SH , çàäàííóþ âðàùåíèåì êðèâîé (2.12).
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Èç (2.12) âûòåêàåò, ÷òî n3 = 〈n, e3〉 ïðèíèìàåò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
ëåæàùèå â îòðåçêå [−1, 1]. Ðàññìîòðèì òåïåðü òî÷êó p1 ∈ SH òàêóþ, ÷òî
ξ3 = 〈ξ, e3〉 = n3(p1) è äåéñòâóÿ íà SH ëåâûì ñäâèãîì g → hg òàêèì,
÷òî hp1 = p, ïîëó÷èì ñôåðó S1. Äëÿ óäîáñòâà ïîíèìàíèÿ, ìîæåì òåïåðü
ïîäåéñòâîâàòü ëåâûì ñäâèãîì íà ñôåðó S1 òàê, ÷òîáû òî÷êà p ïåðåøëà
â òî÷êó íà îñè z è ïóñòü òåïåðü íîðìàëü ê ñôåðå â ýòîé òî÷êå ðàâíà
(ξ′1, ξ

′
2, ξ3). Ïîâîðà÷èâàÿ ýòó ñôåðó âîêðóã îñè z è, äåéñòâóÿ çàòåì îáðàò-

íûì ñäâèãîì, ïîëó÷èì ñôåðó S2, äëÿ êîòîðîé íîðìàëü â òî÷êå p ðàâíà
ξ, ÷òî äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå.

2.4 Îáîáùåíèå òåîðåìû Õîïôà äëÿ Nil

Çäåñü ìû îáîáùàåì èçâåñòíóþ òåîðåìó Õîïôà, î òîì ÷òî ñôåðà ïîñòîÿí-
íîé ñðåäíåé êðèâèçíû H, ïîãðóæåííàÿ â R3, ÿâëÿåòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, ñòàíäàðòíîé ñôåðîé ðàäèóñà 1

H
. Ìû ïîêàæåì,

÷òî ñôåðû ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû â Nil ÿâëÿþòñÿ ñôåðàìè âðà-
ùåíèÿ. Îáîáùåíèå òåîðåìû Õîïôà äëÿ ïîâåðõíîñòåé â S2 ×R è H2 ×R

áûëî âïåðâûå áûëî äîêàçàíî â [6], à â [7] ñôîðìóëèðîâàíî äëÿ äðóãèõ
òðåõìåðíûõ ãåîìåòðèé ñ ÷åòûðåõìåðíîé ãðóïïîé èçîìåòðèé. Áîëåå òî-
ãî â [7] îáúÿñíåíî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ôàêòè÷åñêè
òî æå, ÷òî è äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâåäåíèé [6]. Çäåñü ìû è èçëàãàåì òàêîå
äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ ïîâåðõíîñòåé â Nil .

Ïðåäëîæåíèå 9 (Àáðåø�Ðîçåíáåðã [7]). Äëÿ ëþáîãî H òàêîãî, ÷òî 0 <

H < ∞, ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû
H è òàêàÿ, ÷òî Ã = 0, åñòü ñôåðà âðàùåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îäíî èç óðàâíåíèé Ãàóññà�Âåéíãàðòåíà çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå

∇fzn = −Hfz − 2Ae−2αfz, (2.13)

ãäå ∇ îçíà÷àåò ñâÿçíîñòü Ëåâè-×åâèòû â Nil , à z = x + iy êîíôîðìíûé
ïàðàìåòð. Òàê êàê Ã = 0, ìû èìååì A = − Z2

3

2H+i
è ïîòîìó äëÿ ïðîèçâîëü-

íîé òî÷êè p âåêòîðû ∇fxn è ∇fyn îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êàñàòåëüíû-
ìè âåêòîðàìè fx, fy â òî÷êå p. À èç òîæäåñòâà (∇fxn)i = ∂ni

∂x
+Γi

jk(p)f j
xnk,

ñëåäóåò ÷òî è ïðîèçâîäíûå ïîëÿ n íîðìàëåé ê ïîâåðõíîñòè âäîëü êà-
ñàòåëüíûõ âåêòîðîâ fx è fy îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî ÷åðåç ñàìè âåêòî-
ðû fx, fy. Âèä óðàâíåíèÿ (2.13) íå çàâèñèò îò âûáîðà íà ïîâåðõíîñòè
êîíôîðìíûõ êîîðäèíàò w = w(z). È òàêèì îáðàçîì â Tq (T1Nil ), ãäå
q = (p, n), îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü Πq, êîòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê îáðàçó ãàóññîâî îòîáðàæåíèÿ ëþáîé ïîâåðõíîñòè
ñ Ã = 0 è çàäàííîé ñðåäíåé êðèâèçíîé H. Òàêèì îáðàçîì â T1Nil çàäà-
íî äâóìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå Π è ëþáàÿ èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ýòîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ëþáîé ñâîåé òî÷êå. Íî
ìû óæå ïîêàçàëè, ÷òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó T1Nil ïðîõîäèò îáðàç ãàóññîâà
îòîáðàæåíèÿ ñôåðû âðàùåíèÿ ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû H. Òàêèì
îáðàçîì, ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

2.5 Çàìå÷àíèå ê èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷å
â ãðóïïå Nil

Âû÷èñëèì ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè è îáúåì îãðàíè÷èâàåìîé îáëàñòè äëÿ
ñôåðû ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû H. Ìû óæå ïîêàçàëè, ÷òî ýòà ñôå-
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ðà, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèé, ïîëó÷åíà âðàùåíèåì êðèâîé (2.12) âîêðóã
îñè z. Ðàññìîòðèì íà ñôåðå åñòåñòâåííûå êîîðäèíàòû r è θ, ãäå θ îòâå-
÷àåò çà ïîâîðîò êðèâîé (2.12) âîêðóã îñè z. Êîîðäèíàòû x = r cos θ,
y = r sin θ áóäóò êîíôîðìíûìè è òîãäà ìåòðèêà è ýëåìåíò ïëîùàäè íà
ñôåðå èìåþò âèä ds2 = e2α(dx2 + dy2) = e2α(dr2 + r2dθ2) è dµ = re2αdrdθ,
ãäå ôîðìóëà äëÿ e2α âûïèñàíà â (2.11).

Òåì ñàìûì ïëîùàäü A(H) ñôåðû SH ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû
H ðàâíà

A(H) =

∫

SH

dµ = 2π

∫ ∞

0

re2αdr =

= 2π

∫ ∞

0

16(1 + 4H2)r(1 + r2)2

((r2 − 1)2 + 4H2(r2 + 1)2)2
dr =

= 2π

(
1

H2
+

1 + 4H2

4H3

(
π

2
− arctan

[
4H2 − 1

4H

]))
.

Â îáëàñòè DH îãðàíè÷åííîé ñôåðîé SH , âûáåðåì êîîðäèíàòû δ ∈ [0, 1],
r ∈ (0,∞) è θ ∈ [0, 2π], òàê ÷òî òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (δ, r, θ), â öè-
ëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ρ, ϕ, h) ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè
(δρ(r), ϕ(r)+θ, h(r)), ãäå ρ(r), h(r), è ϕ(r) ôóíêöèè èç (2.12). Ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå äëÿ ôîðìû îáúåìà dν ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ (2.1) ïðÿìûìè
âû÷èñëåíèÿìè:

dν =
256H(1 + 4H2)r3(1 + r2)2δ

((r2 − 1)2 + 4H2(1 + r2)2)3
dδdrdθ

Òàêèì îáðàçîì îáúåì V (H) îáëàñòè DH ðàâåí

V (H) =

∫

DH

dν = 2π

∫ ∞

0

256H(1 + 4H2)r3(1 + r2)2

((r2 − 1)2 + 4H2(1 + r2)2)3
dr =

=
π

16H4

(
4H(4H2 + 3)− (4H2 + 1)(4H2 − 3)

(
π

2
− arctan

[
4H2 − 1

4H

]))
.
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Îêîí÷àòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïëîùàäüþ ñôåðû ïî-
ñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû S(H) è îáúåìîì V (H) îáëàñòè, îãðàíè÷åí-
íîé ýòîé ñôåðîé:

V (H) =
2π

H
− 4H2 − 3

8H
A(H) (2.14)

Ýòî ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ãèïîòåçó î òîì ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.14)
ìåæäó A(H) è V (H) äàåò ðåøåíèå èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è â Nil .

Â ñëó÷àå R3 èçîïåðèìåòðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ñóòü êðóãëûå ñôåðû.
Èñïîëüçóþ ìåòîä ñèììåòðèçàöèè [16], âïåðâûå ýòîò ôàêò áûë äîêàçàí
â 30-å Øìèäòîì. Òåì íå ìåíåå ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç
òåîðåìû Àëåêñàíäðîâà î òîì, ÷òî âñå çàìêíóòûå ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé
ñðåäíåé êðèâèçíû âëîæåííûå â R3 ãîìåîìîðôíû ñôåðå, è èç òåîðåìû
Õîïôà î òîì, ÷òî âñå ñôåðû ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû ïîãðóæåííûå
â R3 ýòî � â òî÷íîñòè, êðóãëûå ñôåðû.

Õîòÿ àíàëîã òåîðåìû Àëåêñàíäðîâà íåèçâåñòåí äëÿ ãðóïïû Nil , ïðåä-
ïîëîæåíèå, ÷òî íåêîòîðûå èçîïåðèìåòðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè íå ãîìåî-
ìîðôíû ñôåðå, âûãëÿäèò î÷åíü íåïðàâäîïîäîáíî. Òåì ñàìûì âîçíèêàåò
âïîëíå åñòåñòâåííàÿ ãèïîòåçà, ÷òî èçîïåðèìåòðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè â
Nil ãîìåîìîðôíû ñôåðå. Åñëè îíà âåðíà, òî ñôåðû ïîñòîÿííîé êðèâèç-
íû SH , 0 < H < ∞ äàþò ðåøåíèå èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ âñåõ
çíà÷åíèé îáúåìîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñëå ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ ïðè-
âåäåííûõ âûøå âû÷èñëåíèé â èíòåðíåòå, àâòîðó áûëî óêàçàíî íà, óæå
óïîìèíàâøóþñÿ, ðàáîòó [15] â êîòîðîé âïåðâûå áûëè îïèñàíû íå òîëüêî
ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû â Nil , íî è ñäåëàíû
âû÷èñëåíèÿ A(H), V (H) è ñîîòíîøåíèÿ èõ ñâÿçûâàþùåãî.
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2.6 Ñâîéñòâà îáîáùåííîãî ôóíêöèîíàëà
Óèëëìîðà

Äëÿ çàìêíóòûõ îðèåíòèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé â Nil , ôóíêöèîíàë ñïè-
íîðíîé ýíåðãèè, ââåäåííûé â ïåðâîé ãëàâå (ñì. òàêæå [19]), èìååò âèä

E(M) =

∫

M

UV
idz ∧ dz̄

2
=

=
1

4

∫

M

(
H2 − n2

3

4

)
dµ =

1

4

∫

M

(
H2 +

K̂

4
− 1

16

)
dµ.

(2.15)

Äëÿ ñôåð ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû SH , ôóíêöèîíàë ñïèíîðíîé
ýíåðãèè ðàâåí

E(SH) =
π

2

∫ ∞

0

(
H2 − 1

4
n2

3

)
e2αrdr, (2.16)

ãäå n3 è e2α îïðåäåëÿþòñÿ èç (2.10) è (2.11). Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ôîðìóëû â
â (2.16), ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4. Íà êàæäîé ñôåðå ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû â Nil ôóíê-
öèîíàë ñïèíîðíîé ýíåðãèè ðàâåí π:

E(SH) = π. (2.17)

Âû÷èñëèì òåïåðü êëàññè÷åñêèé ôóíêöèîíàë Óèëëìîðà

W(M) =

∫

M

(H2 + K̂)dµ (2.18)

äëÿ ýòèõ ñôåð SH . Ïîñêîëüêó äëÿ ïîâåðõíîñòåé â Nil âûïîëíåíî òîæ-
äåñòâî K̂ = 1

4
− n2

3, èç ôîðìóë (2.15) è (2.18) âûòåêàåò, ÷òî
∫

SH
K̂dµ =

16π − (
4H2 − 1

4

)
A(H), è ìû îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì, ÷òî

W(SH) = 10π +
π

2H2
−π

(1 + 4H2)(3H2 − 1
4
)

2
H3

(
π

2
− arctan

[
4H2 − 1

4H

])
.
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Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàë Óèëëìîðà íå ðàâåí êàêîé-ëèáî ïîñòî-
ÿííîé íà ñôåðàõ ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû.

Âû÷èñëèì òåïåðü ñïèíîðíóþ ýíåðãèþ äëÿ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé
âðàùåíèÿ. Íà ïðîñòðàíñòâå Nil ãðóïïà SO(2) äåéñòâóåò âðàùåíèÿìè âî-
êðóã îñè z è ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî Nil /SO(2) åñòü ïîëóïëîñêîñòü u > 0 ñ
ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè u = ρ è v = z, ãäå ρ, ϕ, è z � öèëèíäðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû. Â ñèëó (2.1) èìååò ìåñòî ñóáìåðñèÿ

Nil → B = Nil /SO(2),

ãäå Nil /SO(2) íàäåëåíà ìåòðèêîé

du2 +
4u2

4u2 + u4
dv2.

Ïóñòü γ(s) = (u(s), v(s)) � êðèâàÿ â B, ïîðîæäàþùàÿ ïðè âðàùåíèè
ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü â Nil . Çäåñü s îáîçíà÷àåò íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà
γ. Ïóñòü σ � óãîë ìåæäó γ è íàïðàâëåíèåì ∂

∂u
. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå

ôîðìóëû äëÿ êàñàòåëüíîãî è íîðìàëüíîãî âåêòîðîâ t è n:

t = (cos σ, (2u)−1
√

4u2 + u4 sin σ), n = (− sin σ, (2u)−1
√

4u2 + u4 cos σ).

Êðîìå òîãî u, v, è σ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:





u̇ = cos σ

v̇ = (2u)−1
√

4u2 + u4 sin σ

σ̇ = 2H − u−1 sin σ,

(2.19)

ãäå òî÷êà îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî s. Èç (2.19) âûòåêàåò, ÷òî

H =
1

2
(σ̇ + u−1 sin σ).
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Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû äëÿ t, n, è H áûëè ïîëó÷åíû â [10]. Íåòðóäíî
âû÷èñëèòü, ÷òî

n3 =

〈
n,

∂

∂z

〉
=

2u√
4u2 + u4

cos σ, dµ =
1

2

√
4u2 + u4dθds.

Ïåðåïèñûâàÿ ôóíêöèîíàë E â òåðìèíàõ u è σ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

E(M) =
π

4

∫

γ

[
(σ̇ + sinσ

u
)2

4
− u2

4u2 + u4
cos2σ

]√
4u2 + u4 ds =

=
π

4

∫

γ

[
(σ̇ − sin σ

u
)2

4

√
4u2 + u4 +

σ̇ sin σ

u

√
4u2 + u4 − u2 cos2 σ√

4u2 + u4

]
ds.

Çàìåòèì, ÷òî
π

4

∫

γ

(
σ̇ sin σ

u

√
4u2 + u4 − u2

√
4u2 + u4

cos2 σ

)
ds =

= −π

4

∫

γ

(
ü
√

4 + u2 +
u√

4 + u2
u̇2

)
ds = −π

4

∫

γ

∂

∂s
(u̇
√

4 + u2)ds.

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü M â Nil ïîëó÷åíà â ðåçóëü-
òàòå âðàùåíèÿ êðèâîé γ ⊂ B âîêðóã îñè z, òîãäà ôóíêöèîíàë ñïèíîðíîé
ýíåðãèè íà M ðàâåí

E(M) =
1

4

∫

γ

(
H2 − 1

4
n3

2

)
dµ =

π

16

∫

γ

(
σ̇ − sin σ

u

)2√
4u2 + u4ds− π

4

∫

γ

∂[u̇
√

4 + u2]

∂s
ds =

π

16

∫

γ

(
σ̇ − sin σ

u

)2√
4u2 + u4ds +

πχ(M)

2
,

(2.20)

ãäå χ(M) � ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà M . Êðîìå òîãî, åñëè σ̇ = sin σ
u

âñþ-
äó íà ïîâåðõíîñòè, òî ýòà ïîâåðõíîñòü åñòü ñôåðà ïîñòîÿííîé ñðåäíåé
êðèâèçíû.
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Ñëåäñòâèå 6. Äëÿ ñôåð âðàùåíèÿ E(M) > π è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ,
â òî÷íîñòè, íà ñôåðàõ ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû.

Ñëåäñòâèå 7. Äëÿ òîðîâ âðàùåíèÿ E(M) > 0.

Òàêæå ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 6. Ñôåðû ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû â Nil ÿâëÿþòñÿ êðè-
òè÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèîíàëà ñïèíîðíîé ýíåðãèè E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå Ýéëåðà�Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèîíàëà E

èìååò âèä
∆H + 2H(H2 −K) + 2e−4α(AZ̄2

3 + ĀZ2
3) = 0

(òåîðåìà 7 â �2.7), K çäåñü îçíà÷àåò ãàóññîâó êðèâèçíó. Íà ñôåðå ïîñòî-
ÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû H âûïîëíåíî òîæäåñòâî A = − Z2

3

2H+i
, êîòîðîå

âëå÷åò, ÷òî

∆H = 0, 2H(H2 −K) = 8e−4αH|A|2 = 8e−4αH
|Z3|4

4H2 + 1
,

2e−4α(AZ̄2
3 + ĀZ2

3) = −8e−4αH
|Z3|4

4H2 + 1
.

Èç ýòèõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî ñôåðû ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû â Nil

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà. Òåîðåìà äîêàçàíà. Òàêèì
îáðàçîì, ìû âèäèì ÷òî âî ìíîãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ àñïåêòàõ, ôóíêöèîíàë
ñïèíîðíîé ýíåðãèè âåäåò ñåáÿ ïîäîáíî ôóíêöèîíàëó

W(M)

4
=

1

4

∫

M

H2dµ

äëÿ çàìêíóòûõ îðèåíòèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé â R3. Â ñàìîì äåëå
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1. êàê è â ñëó÷àå (2.17) âåðíî, ÷òî
W
4

= π

íà âñåõ èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ, ò.å. êðóãëûõ ñôåðàõ â
R3;

2. ìû èìååì
W(M)

4
=

1

4

∫

M

((
κ1 − κ2

2

)2

+ κ1κ2

)
dµ =

=
1

4

∫

M

(
κ1 − κ2

2

)2

dµ +
π

2
χ(M),

ãäå κ1 è κ2 ãëàâíûå êðèâèçíû.

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ñõîæà ñ (2.20), íî âåëè÷èíû σ̇ è sin σ
u

íå ÿâëÿ-
þòñÿ ãëàâíûìè êðèâèçíàìè ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ;

3. ñðåäè ïîëíûõ êîìïàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé â R3 óðàâíåíèå A = 0 âû-
äåëÿåò, â òî÷íîñòè, ñôåðû ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû, ìèíèìè-
çèðóþùèå ôóíêöèîíàë ÓèëëìîðàW ñðåäè âñåõ ñôåð. Äëÿ çàìêíó-
òûõ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ â Nil óðàâíåíèå Ã = 0 âûäåëÿåò, â
òî÷íîñòè, ñôåðû ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû, ìèíèìèçèðóþùèå
ñðåäè âñåõ ñôåð âðàùåíèÿ çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà E.

Ýòè ãåîìåòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ ïîäòâåðæäàþò, ÷òî ôóíêöèîíàë E, ïî-
ëó÷åííûé èç ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ïðåäñòàâëåíèÿ Âåéåðøòðàññà, ÿâëÿåò-
ñÿ ïðàâèëüíûì îáîáùåíèåì ôóíêöèîíàëà Óèëëìîðà äëÿ ñëó÷àÿ ïîâåðõ-
íîñòåé â Nil . Ìû òàêæå äîëæíû ðàññìàòðèâàòü ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðûõ
ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî Ã = 0, êàê îáîáùåííûå îìáèëè÷åñêèå ïîâåðõ-
íîñòè: êàê â R3, òàê è â Nil çàìêíóòûå îìáèëè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè �
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ýòî, â òî÷íîñòè, ñôåðû ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû. Îòìåòèì ÷òî äëÿ
ñôåð ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû â Nil ëèøü ïîëþñà, ò.å. òî÷êè èíâà-
ðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé, ÿâëÿþòñÿ îìáèëè÷åñêèìè òî÷êàìè â
îáû÷íîì ñìûñëå.

2.7 Óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ ôóíê-
öèîíàëà E

Òåîðåìà 7. Ïóñòü f : M → Nil � ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü è r :

M × [0, 1] → Nil � åå ãëàäêàÿ âàðèàöèÿ: r0 = f . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
r ïîñòîÿííî íà ãðàíèöå M , åñëè òàêàÿ ñóùåñòâóåò, ò.å. r(p, t) = f(p)

äëÿ p ∈ ∂M . Ïóñòü ∂r(p,t)
∂t

|t=0 = ϕn, ãäå n � åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåê-
òîðíîå ïîëå ê M . Òîãäà âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà E ïðè t = 0 ðàâíà

δE(M) =
1

4

∫

M

(∆H + 2H(H2 −K) + 2e−4α(AZ̄2
3 + ĀZ2

3))ϕdµ. (2.21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîëæíû âû÷èñëèòü âàðèàöèþ

δE =
1

4

(
δ

∫

M

H2dµ− δ

∫

M

1

4
n2

3

)
dµ. (2.22)

Äëÿ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò x è y íà M îáîçíà÷èì ÷åðåç r1 è r2 ïðîèçâîä-
íûå ∂r

∂x
è ∂r

∂y
ñîîòâåòñòâåííî. Óðàâíåíèÿ Ãàóññà-Âåéíãàðòåíà èìåþò âèä

∇jri = Γk
ijrk + hijn, ∇in = −hj

irj = −gkjhkirj,

ãäå gij è hij � ïåðâàÿ è âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ôîðìû íà M . Èç îïðå-
äåëåíèÿ ñðåäíåé êðèâèçíû âûòåêàåò, ÷òî

δdµ = −2Hϕdµ.
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à) Âû÷èñëèì

δ

∫
H2dµ = 2

∫
HδHdµ +

∫
H2δdµ = 2

∫
H(δH)dµ− 2

∫
H3ϕdµ.

Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

2δH = δ2H = δ(gijhij) = (δgij)hij + gijδhij, (2.23)

è èç óðàâíåíèé Ãàóññà-Âåéíãàðòåíà ñëåäóåò, ÷òî δgij = δ〈ri, rj〉 = −2ϕhij.
Òàê êàê 0 = δ

(
gijg

jk
)

= gijδg
jk + gjkδgij = gijδg

jk − 2ϕhijg
jk, òî

δgij = 2ϕgjkhi
k.

Âû÷èñëèì δhij. Ìû èìååì δhij = δ〈∇jri, n〉 = 〈∇jri, δn〉 + 〈δ∇jri, n〉.
Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì Ãàóññà�Âåéíãàðòåíà δn = −gijϕjri, îòêóäà ñëåäó-
åò, ÷òî 〈∇jri, δn >= −Γk

ijϕk. Êðîìå òîãî δ∇jri = ∇∂t∇jri = ∇j∇∂tri +

(∇∂t∇jri−∇j∇∂tri) = ∇j∇i(ϕ)n+ϕR(rj, n)ri, è ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè
ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî 〈∇j∇iϕn, n〉 = ϕij−ϕhk

i hkj. Îáúåäèíÿÿ ïðåäûäóùèå
âû÷èñëåíèÿ, ìû ïîëó÷èì

δhij = −Γk
ijϕk + ϕij − ϕhk

i hkj + ϕ〈R(rj, n)ri, n〉.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ δgij è δhij â (2.23) ìû ïðèäåì ê
âûâîäó, ÷òî

2δH = gij(ϕij − Γk
ijϕk) + ϕgjkhi

khij + ϕgij〈R(rj, n)ri, n〉 =

= ∆ϕ + ϕhi
kh

k
i + ϕgij〈R(rj, n)ri, n〉,

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè, çàäàííûé íà ïîâåðõíîñòè. Òàê
êàê hi

kh
k
i = Tr h2 = k2

1 + k2
2 = (k1 + k2)

2 − 2k1k2 = 4H2 − 2K, ïðåäûäóùàÿ
ôîðìóëà ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

2δH = ∆ϕ + (4H2 − 2K)ϕ + gij〈R(rj, n)ri, n〉ϕ.
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Ïîýòîìó, âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì
∫

M
(∆ϕ)Hdµ =

∫
M

(∆H)ϕdµ, ìû
ïîëó÷èì

δ

∫

M

H2dµ =

∫

M

(∆H + 2H(H2 −K)ϕ + Hgij〈R(rj, n)ri, n〉)ϕdµ.

Ïîëàãàÿ êîîðäèíàòû x, y îðòîãîíàëüíûìè: g12 = 0, ìû èìååì

gij〈R(rj, n)ri, n〉 = g11〈R(r1, n)r1, n〉+ g22〈R(r2, n)r2, n〉 =

= K̂(r1, n) + K̂(r2, n),

ãäå K̂(u, v) � ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà âäîëü
ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà âåêòîðû u è v. Âûïèøåì òåïåðü îêîí÷àòåëü-
íóþ ôîðìóëó äëÿ δ

∫
H2dµ äëÿ ïîâåðõíîñòåé â Nil . Â íàøåì ñëó÷àå

ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà çàâèñèò ëèøü îò n3 è ðàâíà 1
4
− n2

3 è ïîýòîìó
K̂(r1, n) + K̂(r2, n) = n3

2 − 1
2
, ÷òî âëå÷åò

δ

∫

M

H2dµ =

∫

M

(∆H + 2H(H2 −K) + H(n2
3 −

1

2
))ϕdµ. (2.24)

á) Âû÷èñëèì

δ

∫

M

n3
2dµ =

∫
2n3δn3dµ +

∫

M

n3
2δdµ.

Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî z = x + iy � êîíôîðìíûé ïàðàìåòð íà ïîâåðõ-
íîñòè è ìåòðèêà èìååò âèä e2αdzdz̄. Ïîñêîëüêó 〈n, δe3〉 = 〈n,∇ϕne3〉 =

〈n, ϕ(1
2
n2e1 − 1

2
n1e2)〉 = 1

2
ϕ(n2n1 − n1n2) = 0 1, òî δn3 = δ〈n, e3〉 = 〈δn, e3〉,

è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 〈δn, e3〉 = 〈−gijϕjri, e3〉 = −2e−2α〈ϕzrz + ϕzrz, e3〉.
Òàêèì îáðàçîì

2

∫

M

n3δn3dµ = −4

∫

M

n3〈ϕzrz + ϕzrz, e3〉dx ∧ dy =

1Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëàìè äëÿ ñâÿçíîñòè Ëåâè-×åâèòû â Nil , èçëî-
æåííûìè íàìè â ïåðâîé ãëàâå.
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= 4

∫

M

((n3〈rz, e3〉)z + (n3〈rz, e3〉)z)ϕdx ∧ dy.

Ïîñêîëüêó ìåòðèêà ìåòðèêà ëåâîèíâàðèàíòíà, ìû çàêëþ÷àåì ÷òî
∫

M

n3δn3dµ = 2

∫

M

(n3(∂Z3 + ∂Z3) + (〈∇∂zn, e3〉+ 〈n,∇∂ze3〉)Z3+

+(〈∇∂zn, e3〉+ 〈n,∇∂ze3〉)Z3)ϕdx ∧ dy.

Ïîñêîëüêó ∂Z3 +∂Z3 = Hn3e
2α (ñì. ãëàâó 1), èç ôîðìóëû (2.13) ñëåäóåò,

÷òî 〈∇∂zn, e3〉 = −HZ3 − 2Ae−2αZ3. Èç ôîðìóë äëÿ ñâÿçíîñòè Ëåâè-
×åâèòû â Nil òàêæå ñëåäóåò, ÷òî 〈n,∇∂ze3〉 = 〈n,∇Z1e1+Z2e2+Z3e3e3〉 =

〈n1e1 + n2e2 + n3e3,
1
2
Z2e1 − 1

2
Z1e2〉 = 1

2
(n1Z2 − n2Z1) = i

2
Z3. Ïîäñòàâëÿÿ

ýòè ôîðìóëû â
∫

M
n3δn3dµ, ïîëó÷èì
∫

M

n3〈δn, e3〉dµ = 2

∫

M

Hn2
3ϕdµ+

2

∫

M

(−2H|Z3|2 − 2AZ̄2
3e
−2α − 2ĀZ2

3e
−2α)ϕdx ∧ dy

Ïîñêîëüêó 4|Z3|2 = e2α(1− n2
3) (ñì. (2.4)), ìû èìååì

∫

M

n3〈δn, e3〉dµ =
1

2

∫

M

(6Hn2
3 − 2H − 8e−4α(AZ̄2

3 + ĀZ2
3))ϕdµ,

è îêîí÷àòåëüíî âûâîäèì, ÷òî

δ

∫

M

n2
3dµ =

∫

M

(4Hn2
3 − 2H − 8e−4α(AZ̄2

3 + ĀZ2
3))ϕdµ. (2.25)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.24) è (2.25) â (2.22), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Ãëàâà 3

Ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé
ñðåäíåé êðèâèçíû â Nil

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû ÷àñòè÷íî èçëîæåíû â [21] è [17].
Â ýòîé ãëàâå ìû ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ Âåéíãàðòåíà â Nil â íîâîé

ôîðìå. Îêàæåòñÿ, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðè-
âèçíû, óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèé Âåéíãàðòåíà, ïðè ñîîòâåòñòâó-
þùåé íîðìèðîâêå ãîëîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà Ãdz2, áóäåò ýêâèâà-
ëåíòíî ýëëèïòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ sinh-Gordon íà ëîãàðèôì ïîòåíöèàëà
óðàâíåíèÿ Äèðàêà (1.17) â Nil , âîîáùå ãîâîðÿ êîìïëåêñíîãî.

Íàïîìíèì, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé
íåíóëåâîé ñðåäíåé êðèâèçíû (â îêðåñòíîñòè íåîìáèëè÷åñêîé òî÷êè) îïè-
ñûâàþòñÿ ðåøåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ sinh-Gordon äëÿ ëîãà-
ðèôìà ïîòåíöèàëà óðàâíåíèÿ Äèðàêà â R3 (ñì. íàïðèìåð [14]), êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ôóíêöèåé. Òî åñòü ïî íåêîòîðîìó âåùåñòâåííî-
ìó ðåøåíèþ sinh-Gordon ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé
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ñðåäíåé êðèâèçíû â R3.
Â ýòîé ãëàâå ìû ïîêàæåì êàê ïîëó÷àåòñÿ "óñëîâèå âåùåñòâåííîñòè"

â ñëó÷àå Nil .

3.1 Óðàâíåíèÿ Âåéíãàðòåíà è èõ óñëîâèÿ
ñîâìåñòíîñòè

Ïóñòü ev îçíà÷àåò ïîòåíöèàë îïåðàòîðà Äèðàêà â Nil (ñì. (1.17)):

ev := UNil = VNil =
H

2
(|ψ1|2 + |ψ2|2) +

i

4
(|ψ2|2 − |ψ1|2) (3.1)

Èç (1.22), (1.18) ñëåäóåò, ÷òî â òåðìèíàõ ψ1, ψ2, êâàäðàòè÷íûé äèôôå-
ðåíöèàë Ãdz2 âûðàæàåòñÿ êàê:

Ã := A +
Z3

2

2H + i
= ψ2∂ψ1 − ψ1∂ψ2 +

2Hi

2H + i
ψ2

1ψ2

2 (3.2)

Èñïîëüçóÿ (1.17), ïðåäñòàâèì ïðîèçâîäíóþ ∂
∂z

UNil â âèäå:
∂

∂z
UNil = vze

v =
1

4
(2H + i)ψ2∂ψ2 +

1

4
(2H − i)ψ1∂ψ1 − iH

2
ψ1ψ2|ψ2|2+

+
1

2
Hz(|ψ1|2 + |ψ2|2)

(3.3)

Òåïåðü óðàâíåíèÿ (3.2) è (3.3) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ
ïðîèçâîäíîé ∂ψ1:

∂ψ1 = (vz − 1

2
Hze

−veα)ψ1 +
1

4
(2H + i)Ãe−vψ2, (3.4)

ãäå eα = |ψ1|2 + |ψ2|2. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ ∂
∂z̄

ðàâíà:
∂

∂z̄
U = vz̄e

v =
1

4
(2H + i)ψ2∂̄ψ2 +

1

4
(2H − i)ψ1∂̄ψ1 −

iH

2
ψ2ψ1|ψ1|2+

+
1

2
Hz̄(|ψ1|2 + |ψ2|2)

(3.5)
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×òî âìåñòå ñ (3.2) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ äëÿ ∂̄ψ2:

∂̄ψ2 = −1

4
(2H − i)e−vÃψ1 + (vz̄ − 1

2
Hz̄e

−veα)ψ2 (3.6)

Ïîëîæèì B := 1
4
(2H + i)Ã. Óðàâíåíèå Äèðàêà (1.17) âìåñòå (3.4),(3.6)

ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿ Âåéíãàðòåíà â íîâîé ôîðìå :

∂


 ψ1

ψ2


 =


 vz − 1

2
Hze

−veα Be−v

−ev 0





 ψ1

ψ2


 (3.7)

è

∂̄


 ψ1

ψ2


 =


 0 ev

−Be−v vz̄ − 1
2
Hz̄e

−veα





 ψ1

ψ2


 (3.8)

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü èìååò ïîñòîÿííóþ ñðåä-
íþþ êðèâèçíó H = const è ñîîòâåòñòâåííî êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöè-
àë Ãdz2 áóäåò ãîëîìîðôåí. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíûå Hz = Hz̄ = 0 è
óðàâíåíèÿ Âåéíãàðòåíà óïðîùàþòñÿ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì:

∂


 ψ1

ψ2


 =


 vz Be−v

−ev 0





 ψ1

ψ2


 (3.9)

è

∂̄


 ψ1

ψ2


 =


 0 ev

−Be−v vz̄





 ψ1

ψ2


 (3.10)

Î÷åâèäíî, ÷òî êâàäðàòè÷íûé äèôôåðåíöèàë Bdz2 ãîëîìîðôåí. È òåì
ñàìûì, èç óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèé (3.9), (3.10) ñëåäóåò, ÷òî

vzz̄ + e2v − |B|2e−2v = 0 (3.11)
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3.2 Îá óñëîâèè âåùåñòâåííîñòè

Áåçóñëîâíî íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü íå âñå ðåøåíèÿ (3.11). Íåîáõîäèìî
íàéòè äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà ôóíêöèþ v(z), ïðè êîòîðîì äëÿ ñè-

ñòåìû (3.9),(3.10) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ψ =


 ψ1

ψ2


, óäîâëåòâîðÿþùåå

òîæäåñòâó
ev =

H

2
(|ψ1|2 + |ψ2|2) +

i

4
(|ψ2|2 − |ψ1|2) (3.12)

Ýòîãî óñëîâèÿ íàì äîñòàòî÷íî, òàê êàê ðàâåíñòâî (3.2), ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé çàìåíîé Ã íà B, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Èìåííî ïðè òà-
êèõ ôóíêöèÿõ v(z), ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå (3.9) è (3.10) áóäåò ÿâëÿòü-
ñÿ ïîðîæäàþùèì ñïèíîðîì íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé ñðåäíåé
êðèâèçíû. Ïåðåïèøåì òåïåðü (3.12) â ñëåäóþùåé ôîðìå:

1 =
(

ψ1 ψ2

)



1
4
(2H − i)e−v 0

0 1
4
(2H + i)e−v





 ψ1

ψ2


 (3.13)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ĥ ìàòðèöó

ĥ =




1
4
(2H − i)e−v 0

0 1
4
(2H + i)e−v




è ïóñòü M1 è M2 îçíà÷àþò ìàòðèöû èç (3.9) è (3.10) ñîîòâåòñòâåííî.
Èñïîëüçóÿ (3.13), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ

0 = ∂(ψ
t
ĥψ) = ψ

t
(M

t

2ĥ + ∂ĥ + ĥM1)ψ =

= ψ
t
D1ĥψ = tr


D1ĥ


 |ψ1|2 ψ1ψ2

ψ1ψ2 |ψ2|2







(3.14)
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0 = ∂̄(ψ
t
ĥψ) = ψ

t
(M

t

1ĥ + ∂̄ĥ + ĥM2)ψ =

= ψ
t
D2ĥψ = tr


D2ĥ


 |ψ1|2 ψ1ψ2

ψ1ψ2 |ψ2|2





 ,

(3.15)

ãäå ìàòðèöû D1ĥ è D2ĥ ïðèíèìàþò âèä

D1ĥ =
1

4
e−v


 0 iτB

|ev|2

iτ κ


 , (3.16)

D2ĥ =
1

4
e−v


 −κ iσ

iσB
|ev|2 0


 , (3.17)

à èõ êîýôôèöèåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè τ , σ è κ îïðåäåëåííûå
ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè

iτ = (2H − i)ev − (2H + i)ev,

iσ = (2H − i)ev − (2H + i)ev,

κ = (2H + i)(v − v)z

Çàìå÷àíèå 3.1. Äëÿ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé H=0 "óñëîâèåì âåùå-
ñòâåííîñòè" áóäåò ðàâåíñòâî Im[v] = ±π

2
è ìàòðèöû D1ĥ, D2ĥ òîæäå-

ñòâåííî ðàâíû íóëþ, ò.å (3.14), (3.15) âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Äëÿ
H 6= 0 ìíèìàÿ ÷àñòü v íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé è ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ,
êîýôôèöèåíòû ìàòðèö D1ĥ, D2ĥ íå îáðàùàþòñÿ â íîëü.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî ψ1ψ2 6= 0. Òîãäà ìàò-

ðèöà Ω =


 |ψ1|2 ψ1ψ2

ψ1ψ2 |ψ2|2


, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà òàê:

Ω = |ψ1|2

 1 ψ2

ψ1

ψ2

ψ1
|ψ2

ψ1
|2


 = l


 1 ξ̄

ξ |ξ|2


 ,
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äëÿ l = |ψ1|2 è ξ = ψ2

ψ1
. Òîãäà óðàâíåíèÿ (3.14) è (3.15) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â

âèäå ñèñòåìû
iτB

|ev|2 ξ + iτ ξ̄ + κ|ξ|2 = 0,

iσB

|ev|2 ξ + iσξ̄ + κ = 0

Èç êîòîðîé î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî |ξ|2 = τ
σ
. È ñ ó÷åòîì ýòîãî, ïîëó÷åííàÿ

ñèñòåìà çàïèøåòñÿ òàê
B

|ev|2 ξ + ξ̄ = − κ
iσ

,

ξ +
B

|ev|2 ξ̄ =
κ
iσ

Ðàçðåøàÿ åå îòíîñèòåëüíî ξ, ïîëó÷èì

ξ =
κ + κ B

|ev |2

iσ
(
1− |B|2

|ev |4
)

È òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî âûïîëíÿåòñÿ
(
κ + κ

B

|ev|2
)(

κ + κ
B

|ev|2
)

= τσ

(
1− |B|2

|ev|4
)2

×òî â òåðìèíàõ ôóíêöèè v(z) ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê
∣∣∣∣(2H + i)(v − v)z − (2H − i)(v − v)z̄

B

|ev|2
∣∣∣∣
2

=

= −((2H − i)ev − (2H + i)ev)((2H − i)ev − (2H + i)ev)∗

∗
(

1− |B|2
|ev|4

)2

(3.18)

Ïðÿìîé ïðîâåðêîé ìîæåì óáåäèòüñÿ, ÷òî íîâûõ óðàâíåíèé íà v ìû íå
ïîëó÷èì.

Ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ïîâåðõíîñòè íà êîòîðûõ Ã, à
ñîîòâåòñòâåííî è B, òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ (ñì. ãëàâó 2). Ðàññìîòðèì
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äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü íåêîòîðîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé
ñðåäíåé êðèâèçíû, â êîòîðîé B 6= 0. Ñäåëàâ çàìåíó êîíôîðìíîãî ïàðà-
ìåòðà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ýòîé îêðåñòíîñòè B = 2H+i

2H−i
. Òîãäà (3.18)

ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó
∣∣∣∣(v − v)z − (v − v)z

1

|ev|2
∣∣∣∣
2

=

[
e2v + e2v − 2Re

2H + i

2H − i
|ev|2

] [
1− 1

|ev|4
]2

(3.19)
Ïîëîæèì òåïåðü v = ρ + iϕ. Òîãäà v̄ − v = −2iϕ è |ev| = eρ. È òîãäà
ïîëó÷èì

Ïðåäëîæåíèå 10. Äîïîëíèòåëüíîå "óñëîâèå âåùåñòâåííîñòè" íà
ôóíêöèþ v = ρ + iϕ âûãëÿäèò êàê

ϕ2
x

(cosh ρ)2
+

ϕ2
y

(sinh ρ)2
= 8

(
cos 2ϕ−Re

2H + i

2H − i

)
, (3.20)

ãäå z = x + iy.
È äàëåå ïîëó÷àåì òåîðåìó.

Òåîðåìà 8. Ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé íåíóëåâîé ñðåäíåé êðèâèçíû â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íåîìáèëè÷åñêîé òî÷êè (ãäå Ã 6= 0) îïèñûâà-
þòñÿ ðåøåíèÿìè v = ρ + iϕ ñèñòåìû óðàâíåíèé





vzz̄ + 2 sinh 2v = 0

ϕ2
x

(cosh ρ)2
+

ϕ2
y

(sinh ρ)2
= 8

(
cos 2ϕ−Re2H+i

2H−i

) (3.21)

Ïîëåçíî òàêæå ïðåäñòàâèòü ñèñòåìó â âèäå




∆ρ + 8 cos 2ϕ sinh 2ρ = 0

∆ϕ + 8 sin 2ϕ cosh 2ρ = 0

ϕ2
x

(cosh ρ)2
+

ϕ2
y

(sinh ρ)2
= 8

(
cos 2ϕ−Re2H+i

2H−i

)
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Òåîðåìà 8 ïðèáëèæàåò íàñ ê îòâåòó î ñóùåñòâîâàíèè òîðîâ ïîñòîÿííîé
ñðåäíåé êðèâèçíû â Nil . Âîçìîæíî, ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèé òèïà
Áýêëóíäà, èëè òåõíèêè òèïà àíçàöà Ëýìáà (ñì. íàïðèìåð [18] ãäå ýòà
òåõíèêà âîçíèêàåò ïðè ïîñòðîåíèè òîðîâ ï.ñ.ê â R3), ëèáî äðóãèõ ìåòîäîâ
òåîðèè ñîëèòîíîâ ïîìîæåò â ïîèñêå ðåøåíèé (3.21), êîòîðûå îòâå÷àþò
òîðàì.
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