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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ âàæíàÿ è èíòåðåñíàÿ çàäà÷à

ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè � ïîñòðîåíèå êàíîíè÷åñêèõ

ñèìïëåêòè÷åñêèõ âëîæåíèé çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé ñ öåëî÷èñëåííîé

ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé â êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îòîáðàæåíèÿ âëîæåíèÿ ïðè ýòîì ñòðîÿòñÿ ïðè ïîìîùè îáîáùåííûõ

òýòà-ôóíêöèé.

Êàê èçâåñòíî, êëàññè÷åñêàÿ òýòà-ôóíêöèÿ àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ,

ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì ãîëîìîðôíîãî

ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ íàä êîìïëåêñíûì òîðîì. Êëàññè÷åñêàÿ

òåîðåìà Ëåôøåöà óòâåðæäàåò, ÷òî ñå÷åíèÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé

òåíçîðíîé ñòåïåíè ýòîãî ðàññëîåíèÿ çàäàþò êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîå

âëîæåíèå àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ â íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå

ïðîñòðàíñòâî.
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Çàäàäèìñÿ öåëüþ îáîáùèòü äàííóþ êîíñòðóêöèþ íà íåêîòîðûå

ðàññëîåíèÿ, ãäå ñëîé è áàçà � îäíîìåðíûå êîìïëåêñíûå òîðû. Ìû

ââîäèì àíàëîãè êëàññè÷åñêèõ òýòà-ôóíêöèé êàê ñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ

êîìïëåêñíûõ ðàññëîåíèé íàä äàííûìè ðàññëîåíèÿìè. Íàì îäíàêî

ïðèäåòñÿ îòêàçàòüñÿ îò ãîëîìîðôíîñòè âëîæåíèÿ, òàê êàê íà äàííûõ

ðàññëîåíèÿõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåò íå òîëüêî êýëåðîâîé ñòðóêòóðû,

íî è êîìïëåêñíîé. Òåì íå ìåíåå, äàííûå ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ

ñèìïëåêòè÷åñêèìè. Ìû áóäåì ñòðîèòü òýòà-ôóíêöèè òàê, ÷òîáû äëÿ íèõ

âûïîëíÿëñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèé àíàëîã òåîðåìû Ëåôøåöà � òýòà-ôóíêöèè

ñ õàðàêòåðèñòèêàìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿìè òåíçîðíîé ñòåïåíè

äàííîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ, çàäàþò ñèìïëåêòè÷åñêîå âëîæåíèå

ìíîãîîáðàçèÿ â CPk (äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ òåíçîðíûõ ñòåïåíåé).

Ñèìïëåêòè÷åñêîå âëîæåíèå îçíà÷àåò, ÷òî âêëàäûâàåìîå ìíîãîîáðàçèå

íàñëåäóåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó êîìïëåêñíîãî ïðîåêòèâíîãî

ïðîñòðàíñòâà.

Àâòîð áëàãîäàðèò Èñêàíäåðà Àñàíîâè÷à Òàéìàíîâà çà ïîñòàíîâêó

çàäà÷è è òåðïåíèå. Àâòîð òàêæå áëàãîäàðèò Àíäðåÿ Åâãåíüåâè÷à

Ìèðîíîâà çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

1.2 Ñèìïëåêòè÷åñêèå è êýëåðîâû

ìíîãîîáðàçèÿ

Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè 2n íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì,

åñëè íà íåì ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà

ω, ÿâëÿþùàÿñÿ çàìêíóòîé (dω = 0). Óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè ìîæíî
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îïðåäåëèòü äâóìÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè. Ôîðìà íåâûðîæäåíà åñëè

äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà u ∈ TM ñóùåñòâóåò

êàñàòåëüíûé âåêòîð v ∈ TM òàêîé, ÷òî ω(u, v) 6= 0, èëè ýêâèâàëåíòíî

ωn 6= 0 âñþäó íà M , òî åñòü ωn ïðîïîðöèîíàëüíà ôîðìå îáúåìà.

Ïóñòü (M,ω) è (N,ω′) îáîçíà÷àþò äâà ìíîãîîáðàçèÿ M , N ñ

ñèìïëåêòè÷åñêèìè ôîðìàìè ω è ω′ ñîîòâåòñòâåííî. Îòîáðàæåíèå f :

M → N íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì èç (M,ω) â (N,ω′)

åñëè f ∗(ω′) = ω.

Èñòîðè÷åñêè ïåðâûìè ïðèìåðàìè ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

áûëè êýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ. Êîìïàêòíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå

íàçûâàåòñÿ êýëåðîâûì, åñëè íà íåì ñóùåñòâóåò ýðìèòîâà ìåòðèêà

hijdz
idzj òàêàÿ, ÷òî àññîöèèðîâàííàÿ ñ íåé ôîðìà

ω =

√
−1

2π
· hijdzi ∧ dzj

çàìêíóòà, òî åñòü dω = 0. Ñàìà ìåòðèêà ïðè ýòîì òîæå íàçûâàåòñÿ

êýëåðîâîé.

Òàêèì îáðàçîì âñå êýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ

ñèìïëåêòè÷åñêèìè. Âîçíèê åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóþò

ëè ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, íå ÿâëÿþùèåñÿ êýëåðîâûìè.

Òåðñòîí â ñâîåé ðàáîòå [1] ïðèâåë ïåðâûé ïðèìåð òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïîçæå âûÿñíèëîñü, ÷òî äàííûé ïðèìåð áûë ðàíåå èçâåñòåí Êîäàèðå

[4], ïîýòîìó ýòî ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Êîäàèðû�

Òåðñòîíà. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ìíîãîîáðàçèå êýëåðîâî, òî ýòî íàëàãàåò

ñåðüåçíûå òîïîëîãè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ. Òàê íàïðèìåð, íå÷åòíîìåðíûå

÷èñëà Áåòòè äîëæíû áûòü ÷åòíû. Òåðñòîí äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ Êîäàèðû�

Òåðñòîíà âû÷èñëèë b1, îêàçàâøååñÿ ðàâíûì 3, è òåì ñàìûì äîêàçàë, ÷òî
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äàííîå ìíîãîîáðàçèå íå ÿâëÿåòñÿ êýëåðîâûì.

Åñëè êëàññ êîãîìîëîãèé [ω] ôîðìû àññîöèèðîâàííîé ñ êýëåðîâîé

ìåòðèêîé ëåæèò â öåëî÷èñëåííîì êëàññå êîãîìîëîãèé,

[ω] ∈ H2(M ; Z) ⊂ H2(M ; R),

òî äàííîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ õîäæåâûì, à ñàìà ôîðìà õîäæåâîé.

Öåëî÷èñëåííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïåðèîäû ω ïî âñåì öèêëàì èç H2(M ; Z)

ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Ïðèìåð õîäæåâà ìíîãîîáðàçèÿ � ýòî

êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ôîðìîé, àññîöèèðîâàííîé ñ

ìåòðèêîé Ôóáèíè�Øòóäè.

Ïðîñòðàíñòâî CPn îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî Cn+1\{0}

ïî äåéñòâèþ C∗ = C\{0}:

(z0, z1, . . . , zn)→ (λz0, λz1, . . . , λzn), λ ∈ C∗.

Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ìåòðèêà Ôóáèíè�Øòóäè, èìåþùàÿ â

îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ (z0 : . . . : zn) âèä

(
∑

j z
jzj) · (

∑
k dz

kdzk)− (
∑

j z
jdzj) · (

∑
k z

kdzk)

(
∑

k z
kzk)2

.

Ýòîé ýðìèòîâîé ìåòðèêå ñîïîñòàâèì îäíîçíà÷íî ôîðìó

ωFS =

√
−1

2π
·

(
∑

j z
jzj) ·

∑
k dz

k ∧ dzk − (
∑

j z
jdzj) ∧ (

∑
k z

kdzk)

(
∑

k z
kzk)2

.

Êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì

àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè îíî âêëàäûâàåòñÿ â êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå

ïðîñòðàíñòâî CPn êàê ìíîæåñòâî íóëåé ñèñòåìû îäíîðîäíûõ

ìíîãî÷ëåíîâ.
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Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñâîéñòâà êýëåðîâîñòè è õîäæåâîñòè íàñëåäóþòñÿ

ïîäìíîãîîáðàçèÿìè: åñëè ìíîãîîáðàçèå Y ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì

êýëåðîâà (õîäæåâà) ìíîãîîáðàçèÿ X, òî êýëåðîâà ìåòðèêà (õîäæåâà

ôîðìà) íà X èíäóöèðóåò ïðè âëîæåíèè êýëåðîâó ìåòðèêó (õîäæåâó

ôîðìó) íà Y . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîåêòèâíûå àëãåáðàè÷åñêèå

ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ õîäæåâûìè. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Êîäàèðû î

âëîæåíèè óòâåðæäàåò, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà (Êîäàèðà). Êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ïðîåêòèâíî

àëãåáðàè÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî õîäæåâî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êîäàèðû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè âëîæåíèÿ

õîäæåâà ìíîãîîáðàçèÿ â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî äîñòàòî÷íî áîëüøîé

ðàçìåðíîñòè è ïðèìåíåíèÿ ñëåäóþùåé òåîðåìû ×æîó.

Òåîðåìà (×æîó). Àíàëèòè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî X ⊂ CPn âûäåëÿåòñÿ

â ïðîñòðàíñòâå CPn êàê ìíîæåñòâî íóëåé ñèñòåìû îäíîðîäíûõ

ìíîãî÷ëåíîâ, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíî àëãåáðàè÷åñêèì

ìíîãîîáðàçèåì.

Ýòî îäíî èç ïðîÿâëåíèé çíàìåíèòîãî ïðèíöèïà GAGA, �G�eometrie

Alg�ebrique et G�eom�etrie Analytique�, ñôîðìóëèðîâàííîãî Ñåððîì.

Äëÿ êîìïëåêñíûõ òîðîâ ýêâèâàëåíòíîñòü õîäæåâîñòè è

àëãåáðàè÷íîñòè äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ëåôøåöà, â êîòîðîé ñòðîèòñÿ

êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå òîðîâ â êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî

ïðè ïîìîùè òýòà-ôóíêöèé.
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1.3 Êëàññè÷åñêàÿ òýòà-ôóíêöèÿ

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå êëàññè÷åñêóþ òýòà-ôóíêöèþ íà n-ìåðíîì òîðå è

òåîðåìó Ëåôøåöà (ñì. íàïðèìåð [17, 18]). Ðàññìîòðèì ôîðìàëüíûé ðÿä

θ(z,Ω) =
∑
m∈Zn

exp(πi〈Ωm,m〉+ 2πi〈m, z〉). (1.1)

Åñëè ìíèìàÿ ÷àñòü ìàòðèöû Ω ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ýòîò

ðÿä ñõîäèòñÿ â ëþáîé êîìïàêòíîé îáëàñòè â Cn è îïðåäåëÿåò öåëóþ

ôóíêöèþ. Èç (1.1) ñëåäóåò, ÷òî òýòà-ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ïåðèîäè÷íîñòè

θ(z +m,Ω) = θ(z,Ω), m ∈ Zn, (1.2)

θ(z + Ωm,Ω) = exp (−πi〈Ωm,m〉 − 2πi〈m, z〉) · θ(z,Ω). (1.3)

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òýòà-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì

ëèíåéíîãî ãîëîìîðôíîãî ðàññëîåíèÿ L íàä êîìïëåêñíûì òîðîì,

Cn/(Zn + ΩZn). Ñå÷åíèÿ ñîñòîÿò âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè

ñ ôóíêöèÿìè f íà óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé òîðà Cn òàêèìè, ÷òî

f(z + λ) = eλ(z)f(z), ãäå λ � ýëåìåíò ðåøåòêè Λ = Zn + ΩZn;

eλ(z) � ìóëüòèïëèêàòîðû, òî åñòü íåíóëåâûå ôóíêöèè eλ : C → C∗,

óäîâëåòâîðÿþùèå òîæäåñòâàì

eλ(z + µ) eµ(z) = eµ(z + λ) eλ(z) = eλ+µ(z), λ, µ ∈ Λ,

e0(z) = 1.

Ìóëüòèïëèêàòîðû ñëåäóþùèì îáðàçîì çàäàþò ëèíåéíîå ðàññëîåíèå

íàä òîðîì � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Cn×C ôàêòîðèçóåòñÿ ïî äåéñòâèþ Λ:

(z, w) ∼ (z + λ, eλ(z)w).
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Äëÿ ëþáîé ïàðû âåêòîðîâ a, b ∈ Rn îïðåäåëÿåòñÿ òýòà-ôóíêöèÿ ñ

õàðàêòåðèñòèêàìè a è b:

θ[a, b](z,Ω) =
∑
m∈Zn

exp(πi〈Ω(m+ a), (m+ a)〉+ 2πi〈(m+ a), (z + b)〉).

(1.4)

Èç (1.4) ñëåäóåò, ÷òî òýòà-ôóíêöèÿ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì ïåðèîäè÷íîñòè

θ[a, b](z +m,Ω) = exp(2πi〈m, a〉) · θ[a, b](z,Ω), m ∈ Zn (1.5)

θ[a, b](z + Ωm,Ω) = exp (−πi〈Ωn, n〉 − 2πi〈n, (z + b)〉) (1.6)

× θ[a, b](z,Ω).

Ñåìåéñòâî ôóíêöèé

θ[0, b/d](z, d−1 · Ω), 0 6 bi < d, d ∈ N

çàäàåò áàçèñ ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ L⊗d, d-é òåíçîðíîé ñòåïåíè

ðàññëîåíèÿ L.

Ââåäåì îòîáðàæåíèå òîðà â êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî

ϕd : M = Cn/{Zn + ΩZn} → CPdn−1

ϕd(z) =

(
θ

[
0,
b0

d

]
(z, d−1 · Ω) : . . . : θ

[
0,
bdn−1

d

]
(z, d−1 · Ω)

)
∈ CPdn−1.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà çàäàåò êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå òîðà â êîìïëåêñíîå

ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ïðè ïîìîùè òýòà-ôóíêöèé.

Òåîðåìà (Ëåôøåö). Îòîáðàæåíèå ϕd êîððåêòíî îïðåäåëåíî, è ïðè

d > 3 ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.
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Íà M ìîæíî îïðåäåëèòü èíâîëþöèþ

σ : M →M : σ(z) = −z.

Ýòà èíâîëþöèÿ îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó óòâåðæäåíèå òåîðåìû Ëåôøåöà

íåâåðíî ïðè d = 2. Îòîáðàæåíèå ϕ2 ïîðîæäåíî ñå÷åíèÿìè θ[0, e](z,Ω/2)

(2e ∈ Zn/2Zn). Âñå ýòè ôóíêöèè ÷åòíû, è ðàíã îòîáðàæåíèÿ ϕ2 â òî÷êå

z = 0 ðàâåí íóëþ. Ýòî òàêæå îçíà÷àåò, ÷òî ϕ2 ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

M
π→M/σ

Φ→CP2n−1, ϕ2 = Φ ◦ π,

ãäå π � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ.

Ìíîãîîáðàçèå Φ(M/σ) íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Êóììåðà, à

îòîáðàæåíèå Φ � îòîáðàæåíèåì Êóììåðà.

Êîìïëåêñíûé òîð Cn/ {Zn + ΩZn} íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìûì, åñëè Ω

ñèìïëåêòè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç Sp(n,Z) ïðèâîäèòñÿ ê áëî÷íîìó

âèäó. Ãðóïïà Sp(n,Z) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé GL(2n,Z), è ñîñòîèò èç

ýëåìåíòîâ g òàêèõ, ÷òîA B

C D

 ·
0 −I

I 0

 ·
A∗ C∗

B∗ D∗

 =

0 −I

I 0

 ,

ãäå

g =

A B

C D


è A,B,C è D � öåëî÷èñëåííûå (n×n)-ìàòðèöû, I � åäèíè÷íàÿ (n×n)-

ìàòðèöà.

Òåîðåìà (Êóììåð). Åñëè êîìïëåêñíûé òîð M = Cn/ {Zn + ΩZn}

íåðàçëîæèì, òî îòîáðàæåíèå Êóììåðà

Φ : z → (θ [0, b0] (z,Ω/2) : . . . : θ [0, b2n−1] (z,Ω/2))
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({2bj} = Zn/2Zn) ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ (ñ îñîáåííîñòÿìè)

M/σ â CP2n−1.

1.4 Îáùèå ðåçóëüòàòû î âëîæåíèè â

êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî

Íàïîìíèì (ñì. íàïðèìåð [2]), ÷òî ìíîãîîáðàçèå CP∞ = limn→∞CPn

ÿâëÿåòñÿ áàçîé óíèâåðñàëüíîãî S1-ðàññëîåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî

âñå ãëàâíûå S1-ðàññëîåíèÿ è àññîöèèðîâàííûå ñ íèìè ëèíåéíûå

êîìïëåêñíûå ðàññëîåíèÿ ïîðîæäåíû îòîáðàæåíèåì áàçû â CP∞, à

òî÷íåå â CPn, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n. Ëèíåéíûå êîìïëåêñíûå

ðàññëîåíèÿ êëàññèôèöèðóþòñÿ ïåðâûì êëàññîì ×æýíÿ, êîòîðûé

ïîðîæäàåòñÿ ôîðìîé êðèâèçíû ðàññëîåíèÿ. Îïðåäåëèì äàííóþ ôîðìó

ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü M ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé áàçîé. Ñòðóêòóðà ðàññëîåíèÿ ñî

ñëîåì C1 è ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé U(1) = S1 îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè

ñêëåéêè Tαβ(x) = eiϕαβ(x) â îáëàñòè Uαβ = Uα ∩ Uβ. Ñâÿçíîñòü â îáëàñòè

çàäàåòñÿ 1-ôîðìîé ωα, �ãîðèçîíòàëüíîå� íàïðàâëåíèå çàäàåòñÿ óñëîâèåì

ωα(·) = 0, ïðè÷åì ðàçíîñòü ýòèõ ôîðì â ïåðåñå÷åíèè îáëàñòåé Uα, Uβ

èìååò âèä

ωα − ωβ = dqαβ(x),

ãäå qαβ(x) � ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ. Ôîðìà êðèâèçíû Ω îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé

2πiΩ = dωα, â îáëàñòè Uα.
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Î÷åâèäíî â îáëàñòè Uαβ

dωα − dωβ = ddqαβ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà Ω êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà âñåé áàçå M .

Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ CPn ôîðìîé êðèâèçíû óíèâåðñàëüíîãî ðàññëîåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ ôîðìà Ôóáèíè�Øòóäè ΩFS. Òàêèì îáðàçîì, âñëåäñòâèå

ôóíêòîðèàëüíîãî ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ, åñëè Ω ÿâëÿåòñÿ

ôîðìîé êðèâèçíû ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ L → M , èíäóöèðîâàííîãî

îòîáðàæåíèåì f : M → CPn, òî

f ∗[ΩFS] = [Ω].

Êîñòàíò â ðàáîòå [3] ïîêàçàë, ÷òî ëþáàÿ çàìêíóòàÿ 2-ôîðìà ñ öåëûìè

ïåðèîäàìè ÿâëÿåòñÿ ôîðìîé êðèâèçíû íåêîòîðîãî S1-ðàññëîåíèÿ.

Äàííûå óòâåðæäåíèÿ ìîãóò ñëóæèòü îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ñëåäóþùèõ

òåîðåì âëîæåíèÿ Ãðîìîâà è Òèøëåðà.

Íàïîìíèì, ÷òî òåîðåìà Êîäàèðû óòâåðæäàåò, ÷òî êýëåðîâî

ìíîãîîáðàçèå ìîæíî âëîæèòü â êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî õîäæåâî, òî åñòü ôîðìà, àññîöèèðîâàííàÿ

ñ êýëåðîâîé ìåòðèêîé, ëåæèò â öåëî÷èñëåííîì êëàññå êîãîìîëîãèé.

Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé êàòåãîðèè.

Òåîðåìà (Ãðîìîâ[5]). Åñëè ω öåëî÷èñëåííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà

íà ìíîãîîáðàçèè M , òî ñóùåñòâóåò ñèìïëåêòè÷åñêîå ïîãðóæåíèå M

â CPn äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n.

Òèøëåð îáîáùèë äàííûé ðåçóëüòàò â ñâîåé ðàáîòå [6].
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Òåîðåìà (Òèøëåð). ÏóñòüM çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå ñ öåëî÷èñëåííîé

çàìêíóòîé 2-ôîðìîé ω. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèìïëåêòè÷åñêîå

îòîáðàæåíèå f : M → CPn äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n.

1.5 Íèëü- è ñîëâìíîãîîáðàçèÿ

Ìíîãîîáðàçèÿ, äëÿ êîòîðûõ ìû ñòðîèì âëîæåíèå â CPn, ïðèíàäëåæàò

ê êëàññàì íèëü- è ñîëâìíîãîîáðàçèé. Ìû îïðåäåëÿåì äàííûå êëàññû

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íèëüìíîãîîáðàçèå (ñîëâìíîãîîáðàçèå) � ýòî

êîìïàêòíîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî âèäà G/Γ, ãäå G � ýòî

îäíîñâÿçíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ (ðàçðåøèìàÿ) ãðóïïà Ëè, è Γ äèñêðåòíàÿ

ïîäãðóïïà G. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå íèëüìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå

è ñîëâìíîãîîáðàçèåì. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì íèëüìíîãîîáðàçèÿ ìîæåò

ñëóæèòü òîð, ÿâëÿþùèéñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì àáåëåâîé ãðóïïû

Ëè.

Â ðàáîòå [7] Áåíñîí è Ãîðäîí ïîêàçàëè, ÷òî ëþáîå êýëåðîâî

íèëüìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôíî êîìïëåêñíîìó òîðó. Ïîçæå [8]

îíè ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ëþáîå êýëåðîâî ñîëâìíîãîîáðàçèå òàêæå

äèôôåîìîðôíî òîðó. Êîíòðïðèìåðû áûë óêàçàíû â ðàáîòå [9]. Èìè

îêàçàëèñü ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè � ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèÿ

äâóìåðíîãî êîìïëåêñíîãî òîðà ïî äåéñòâèþ êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé

ãðóïïû, îäíîâðåìåííî îáëàäàþùèå ñòðóêòóðîé ðàññëîåíèÿ, ãäå

ñëîé è áàçà îäíîìåðíûå êîìïëåêñíûå òîðû (ñì. ñëåäóþùèé

ïàðàãðàô). Õàñåãàâà â ðàáîòàõ [10, 11] ïîêàçàë, ÷òî ëþáîå êýëåðîâî

ñîëâìíîãîîáðàçèå � ýòî ëèáî òîð, ëèáî ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü.
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Âñåãî ñóùåñòâóåò ñåìü ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé. Äëÿ

÷åòûðåõ èç íèõ ìû ïîñòðîèì âëîæåíèå â êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå

ïðîñòðàíñòâî ïðè ïîìîùè ââåäåííûõ íà íèõ ãîëîìîðôíûõ òýòà-

ôóíêöèé.

Òàêèì îáðàçîì ìû ñòðîèì âëîæåíèå ÷åòûðåõìåðíûõ

ñèìïëåêòè÷åñêèõ íèëü- è ñîëâìíîãîîáðàçèé â êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå

ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå áóäåò ñèìïëåêòè÷åñêèì, òàê êàê

âîîáùå ãîâîðÿ äàííûå ìíîãîîáðàçèÿ íå ÿâëÿþòñÿ êýëåðîâûìè. Â ñëó÷àå

ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé âëîæåíèå áóäåò ãîëîìîðôíûì.

1.6 Êîñûå ïðîèçâåäåíèÿ äâóìåðíûõ òîðîâ

Ñðåäè ÷åòûðåõìåðíûõ íèëü- è ñîëâìíîãîîáðàçèé ìû âûäåëÿåì

äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ êëàññ ìíîãîîáðàçèé, ÿâëÿþùèõñÿ

ïðîñòðàíñòâàìè ðàññëîåíèÿ, ãäå ñëîé è áàçà äâóìåðíûå (âåùåñòâåííûå)

òîðû. Ïðè ýòîì ìû ñìîæåì îïèðàòüñÿ íà êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ òýòà-

ôóíêöèé íà îäíîìåðíîì êîìïëåêñíîì òîðå.

Êëàññèôèêàöèÿ äàííûõ ìíîãîîáðàçèé áûëà ïðîâåäåíà â ðàáîòå [19].

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû äàííîãî èññëåäîâàíèÿ, îñíîâûâàÿñü íà ðàáîòå

[13], â êîòîðîé äëÿ êàæäîãî òèïà ìíîãîîáðàçèé áûë îïðåäåëåí åãî

ãåîìåòðè÷åñêèé òèï ïî Òåðñòîíó. Ìû íå áóäåì êàñàòüñÿ ãåîìåòðèé

äàííûõ ìíîãîîáðàçèé, òàê êàê ýòî íå îòíîñèòñÿ ê òåìå äèññåðòàöèè.

Äëÿ çàäàííûõ êîììóòèðóþùèõ ìàòðèö A,B ∈ SL(2,Z) è ïàðû öåëûõ

÷èñåë m,n ðàññëîåíèå, îòâå÷àþùåå {A,B, (m,n)}, ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì
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Òàáëèöà 1.1: Êîñûå ïðîèçâåäåíèÿ äâóìåðíûõ òîðîâ

{A,B, (m,n)} Ïðèìå÷àíèå

(a) {I, I, (0, 0)} = T 2 × T 2 Ïðîèçâåäåíèå äâóìåðíûõ òîðîâ

(b) {I, I, (m,n)} , (m,n) 6= (0, 0) Ìíîãîîáðàçèå Êîäàèðû�Òåðñòîíà

(c) (1)


0 −1

1 −1

 , I, (0, 0)

 Ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè

(2)


0 −1

1 −1

 , I, (−1, 0)


(3)


0 −1

1 0

 , I, (0, 0)


(4)


0 −1

1 0

 , I, (−1, 0)


(5)


1 −1

1 0

 , I, (0, 0)


(6) {−I, I, (0, 0)}

(7) {−I, I, (−1, 0)}

(d)


1 k

0 1

 , I, (m,n)

, k 6= 0, n 6= 0 Íèëüìíîãîîáðàçèå

(e)


−1 k

0 −1

 , I, (m,n)

, k 6= 0 Íèëüìíîãîîáðàçèå

(f)


1 k

0 1

 ,−I, (m,n)

, k 6= 0 Íèëüìíîãîîáðàçèå

(g) {A, I, (m,n)}, |trA| > 2 Ñîëâìíîãîîáðàçèå

(h) {A,−I, (m,n)}, trA > 2 Ñîëâìíîãîîáðàçèå
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îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

s
t

 òî÷êó T 2 = R2/Z2 ñîîòâåòñòâóþùóþs
t

 ∈ R2. Òîãäà ðàññëîåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå {A,B, (0, 0)}, ïîëó÷àåòñÿ

ïðè ôàêòîðèçàöèè T 2 × R2/ ∼ ïî äåéñòâèþ ìàòðèö A,B:s
t

 ,
x+ 1

y

 ∼
A

s
t

 ,
x
y


è s

t

 ,
 x

y + 1

 ∼
B

s
t

 ,
x
y

 .

{A,B, (m,n)} ïîëó÷àåòñÿ èç {A,B, (0, 0)} åñëè âûðåçàòü T 2 × D2 è

ïðèêëåèòü îáðàòíî ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ îòîæäåñòâëåíèÿ T 2×∂D2 →

T 2 × ∂D2 s
t

 , ϕ
→

s+mϕ/2π

t+ nϕ/2π

 , ϕ
 .

Â ïîëó÷åííîì ðàññëîåíèè A,B ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ìîíîäðîìèè,

(m,n) � êëàññîì Ýéëåðà.

Ïîëíûé ñïèñîê ðàññëîåíèé, ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà

ïðîñòðàíñòâà ðàññëîåíèÿ (íå èçîìîðôèçìà ðàññëîåíèé), ïðèâåäåí â

òàáëèöå 1.1. I îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó.

1.7 Ïëàí ðàáîòû

Â äàëüíåéøèõ ãëàâàõ ìû ñòðîèì ñèìïëåêòè÷åñêèå âëîæåíèÿ

ìíîãîîáðàçèé, ÿâëÿþùèõñÿ T 2−ðàññëîåíèÿìè íàä T 2, â êîìïëåêñíîå

ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî.
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Íàïîìíèì, ÷òî äàííûå ðàññëîåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ äâóìÿ

èíâàðèàíòàìè: ìàòðèöàìè ìîíîäðîìèè è êëàññîì Ýéëåðà. Ìû

îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ðàññëîåíèé, ãäå îäèí èç äàííûõ

èíâàðèàíòîâ ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Âî âòîðîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì

ìíîãîîáðàçèå Êîäàèðû�Òåðñòîíà, ïðåäñòàâëåííîå â âèäå {I, I, (m,n)}. Â

òðåòüåé � ðàññëîåíèÿ ñ íóëåâûì êëàññîì Ýéëåðà, {A,B, (0, 0)}. Ñîãëàñíî

ðàáîòå [12] íà âñåõ äàííûõ ðàññëîåíèÿõ ñóùåñòâóåò ñèìïëåêòè÷åñêàÿ

ôîðìà.

Ñòðóêòóðà êàæäîé ãëàâû áóäåò ñëåäóþùåé. Äëÿ êàæäîãî

ìíîãîîáðàçèÿ ìû îïðåäåëÿåì ëèíåéíîå êîìïëåêñíîå ðàññëîåíèå

íàä íèì òàê, ÷òîáû ïåðâûé êëàññ ×æýíÿ ïîðîæäàëñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé

ôîðìîé. Ñå÷åíèÿ äàííîãî ðàññëîåíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ � òýòà-ôóíêöèè

íà íåì. Ñå÷åíèÿ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ çàäàþò îòîáðàæåíèå â CPn.

Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî äàííîå îòîáðàæåíèå, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

n, áóäåò ñèìïëåêòè÷åñêèì âëîæåíèåì, òî åñòü ôîðìà Ôóáèíè�Øòóäè

èíäóöèðóåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó íà îáðàçå âëîæåíèÿ.

Ìíîãîîáðàçèå Êîäàèðû�Òåðñòîíà åäèíñòâåííîå êðîìå òîðà

ðàññëàèâàåòñÿ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè (ðàññëîåíèÿ íå èçîìîðôíû) ñïîñîáàìè

(ñì. [19]):

{I, I, (m,n)} ,


1 k

0 1

 , I, (0, 0)

 .

Â ñâÿçè ñ ýòèì äàííîå ìíîãîîáðàçèå ðàññìàòðèâàåòñÿ è âî âòîðîé, è â

òðåòüåé ãëàâàõ, ãäå ïðåäëîæåíû äâà ðàçëè÷íûõ âàðèàíòà òýòà-ôóíêöèé.

Ïîñëå òîãî êàê ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû áûëè ãîòîâû, âûÿñíèëîñü,

÷òî òýòà-ôóíêöèè íà ìíîãîîáðàçèè Êîäàèðû�Òåðñòîíà, ââåäåííûå òàì, ñ
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îïðåäåëåííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ òýòà-ôóíêöèÿìè Êèðâèíà

è Óðèáå [15], êîòîðûå îïðåäåëèëè èõ, èñõîäÿ èç òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé.

Ìû ïîêàæåì ýòî â �3.5. Çàìåòèì, ÷òî â òðåòüåé ãëàâå ìû ââîäèì

òýòà-ôóíêöèè íà öåëîì êëàññå ìíîãîîáðàçèé, âêëþ÷àþùåì â ñåáÿ

ìíîãîîáðàçèå Êîäàèðû�Òåðñòîíà.
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Ãëàâà 2

Òýòà-ôóíêöèè íà ìíîãîîáðàçèè

Êîäàèðû�Òåðñòîíà

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû èçëîæåíû â [23].

Â äàííîé ãëàâå ìû ñòðîèì àíàëîã êëàññè÷åñêîé òýòà-ôóíêöèè íà

àáåëåâîì ìíîãîîáðàçèè äëÿ íèëüìíîãîîáðàçèÿ Êîäàèðû�Òåðñòîíà MKT .

Ìíîãîîáðàçèå Êîäàèðû�Òåðñòîíà MKT ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-ìíîãîîá-

ðàçèåì R4 ïî äåéñòâèþ äèñêðåòíîé ãðóïïû Γ, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ

ñëåäóþùèìè îáðàçóþùèìè:

a : (x, y, z, t) → (x+ 1, y, z + λy, t), λ ∈ Z, λ 6= 0

b : (x, y, z, t) → (x, y + 1, z, t)

c : (x, y, z, t) → (x, y, z + 1, t)

d : (x, y, z, t) → (x, y, z, t+ 1)

(2.1)

Ìíîãîîáðàçèå Êîäàèðû�Òåðñòîíà çàìå÷àòåëüíî òåì, ÷òî îíî

ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èçâåñòíûì ïðèìåðîì ñèìïëåêòè÷åñêîãî, íî íå

êýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ [1].
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Çàìåòèì, ÷òî âëîæåíèå MKT â CPn íå ìîæåò áûòü ãîëîìîðôíûì

òàê, êàê ìíîãîîáðàçèå MKT íå ÿâëÿåòñÿ êýëåðîâûì. Òåì íå ìåíåå ìû

äîêàæåì, ÷òî äàííîå îòîáðàæåíèå áóäåò ñèìïëåêòè÷åñêèì. Äðóãèìè

ñëîâàìè, ôîðìà Ôóáèíè�Øòóäè íà CPn èíäóöèðóåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ

ñòðóêòóðó íà ìíîãîîáðàçèè MKT .

2.1 Ñâîéñòâà êëàññè÷åñêîé òýòà-ôóíêöèè

Â ýòîé è ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ ïðè îïðåäåëåíèè ñèìïëåêòè÷åñêèõ òýòà-

ôóíêöèé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òýòà-ôóíêöèþ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè

θ[1/2, 1/2](z, τ).

Íàø âûáîð èìåííî ýòîé òýòà-ôóíêöèè, â îáîçíà÷åíèÿõ êíèãè Ìàìôîðäà

[17] � θ11, ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ óìíîæàåòñÿ íà ýêñïîíåíòó

ïðè âñåõ ìîäóëÿðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ:

θ11(
z

cτ + d
,
aτ + b

cτ + d
) = ζ(cτ + d)1/2 exp(

cz2

cτ + d
) · θ11(z, τ), (2.2)

ãäå ζ ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé îò ìàòðèöûa b

c d

 , ad− bc = 1.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òýòà-ôóíêöèè θ[0, 0](z, τ) äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ

÷òîáû ïðîèçâåäåíèÿ ab, cd áûëè ÷åòíû. Èç (1.5)-(1.6) ñëåäóåò, ÷òî

θ11(z + 1, τ) = −θ11(z, τ), (2.3)

θ11(z + τ, τ) = − exp(−2πiz − πiτ) · θ11(z, τ). (2.4)
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Òýòà-ôóíêöèÿ θ11 ïîðîæäàåò ëèíåéíîå êîìïëåêñíîå ðàññëîåíèå L.

Ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ L⊗d ìû áóäåì íàçûâàòü òýòà-ôóíêöèÿìè ñòåïåíè

d. Ôóíêöèè

θ[1/2, 1/2 + b/d](z, τ/d), b ∈ Z/dZ (2.5)

îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà òýòà-ôóíêöèé ñòåïåíè d. Ðàçìåðíîñòü

äàííîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà d.

Ïóñòü {αi}di=1 � íàáîð êîíñòàíò òàêîé, ÷òî èõ ñóììà ðàâíà íóëþ.

Òîãäà ñëåäóþùåå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ òýòà-ôóíêöèåé ñòåïåíè d

d∏
i=1

θ[a, b](z + αi, τ).

Òýòà-ôóíêöèÿ θ[1/2, 1/2](z, τ) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

∂θ

∂τ
=

1

4πi
· ∂

2θ

∂z2
. (2.6)

Âñþäó äàëåå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òýòà-ôóíêöèþ θ11(z, τ) ïðîñòî

÷åðåç θ(z, τ).

2.2 Òýòà-ôóíêöèè ìíîãîîáðàçèÿ Êîäàèðû�

Òåðñòîíà

Ìíîãîîáðàçèå MKT ðàññëàèâàåòñÿ íàä äâóìåðíûì òîðîì T 2 ïðè

ïðîåêöèè

(x, y, z, t)→ (y, t).

Ñëîè ÿâëÿþòñÿ òàêæå äâóìåðíûìè òîðàìè.
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Ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ωKT = (dz−λxdy)∧ dx+

dy∧dt ñîâìåñòíà ñî ñòðóêòóðîé ðàññëîåíèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ωKT ÿâëÿåòñÿ

ñóììîé äâóõ ôîðì. Îãðàíè÷åíèå ôîðìû (dz− λxdy)∧ dx íà ëþáîé ñëîé

íåâûðîæäåíî, à ôîðìà dy∧dt ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû

íà áàçå ïðè ïðîåêòèðîâàíèè.

Èñõîäÿ èç ýòèõ ôàêòîâ, ìû îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî òýòà-ôóíêöèé

ñòåïåíè k ∈ N íà ìíîãîîáðàçèè MKT , êàê ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ïîïàðíûõ

ïðîèçâåäåíèé îáûêíîâåííûõ áàçèñíûõ òýòà-ôóíêöèé ñòåïåíè k (2.5) íà

ñëîå è íà áàçå:

θpk(z + ix, λy + i) · θqk(y + it, i); p, q = 1, . . . , k

Îáîçíà÷èì äàííîå ïðîñòðàíñòâî êàê Lk. Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü

äàííîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà k2.

Òýòà-ôóíêöèþ ñòåïåíè îäèí áóäåì îáîçíà÷àòü êàê

θKT (x, y, z, t) = θ(z + ix, λy + i) · θ(y + it, i).

2.2.1 Òýòà-ôóíêöèÿ � ñå÷åíèå ëèíåéíîãî

êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ

Èç (2.3)-(2.4) ñëåäóåò, ÷òî:

θKT (x+ 1, y, z + λy, t) = −e−2πi(z+ix)−πi(λy+i) · θKT (x, y, z, t),

θKT (x, y + 1, z, t) = −θKT (x, y, z, t),

θKT (x, y, z + 1, t) = −θKT (x, y, z, t),

θKT (x, y, z, t+ 1) = −e−2πi(y+it)+π · θKT (x, y, z, t).

(2.7)
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Èç ýòèõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî òýòà-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì

ëèíåéíîãî êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ íàä ìíîãîîáðàçèåì MKT , êîòîðîå

ïîëó÷àåòñÿ ïðè ôàêòîðèçàöèè R4 × C ïî äåéñòâèþ ãðóïïû Γ

(u,w) ∼ (λ · u, eλ(u)w), u ∈ R4, w ∈ C, λ ∈ Γ

ãäå eλ(u) - ìóëüòèïëèêàòîðû, òî åñòü íåíóëåâûå ôóíêöèè

eλ : R4 → C∗

óäîâëåòâîðÿþùèå òîæäåñòâàì

eλ(µ · u) · eµ(u) = eλµ(u), λ, µ ∈ Γ

e0(u) = 1.

Ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ, çàäàííîãî ìóëüòèïëèêàòîðàìè, íàõîäÿòñÿ âî

âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ôóíêöèÿìè f íà R4, òàêèìè, ÷òî

f(λ · u) = eλ(u)f(u), λ ∈ Γ, u ∈ R4.

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òîáû ñîîòíîøåíèÿ â ãðóïïå Γ

âûïîëíÿëèñü è äëÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ. Îáðàçóþùèå (2.1) ãðóïïû Γ

ñâÿçàíû îäíèì íåòðèâèàëüíûì ñîîòíîøåíèåì

cλ = a−1b−1ab.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìóëüòèïëèêàòîðû ëèíåéíîãî êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ

íàä MKT äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó òîæäåñòâó:

ec(c
λ−1 · u)× . . .× ec(u) =

eb(u)ea(b · u)

eb(b−1ab · u)ea(c · u)
, u ∈ R4.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìóëüòèïëèêàòîðû (2.7) óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó

òîæäåñòâó.
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2.2.2 Ìóëüòèïëèêàòèâíîå ñâîéñòâî θKT

Ïóñòü {αi}ki=1 - íàáîð êîíñòàíò. Êàê è äëÿ êëàññè÷åñêîé òýòà-ôóíêöèè

íàì õîòåëîñü áû, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå
∏k

i=1 θ(z + αi, τ) áûëî òýòà-

ôóíêöèåé ñòåïåíè k ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

k∑
i=1

αi = 0. (2.8)

Äàííîå ñâîéñòâî òýòà-ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû î âëîæåíèè â êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îäíàêî ó θKT ïåðèîä çàâèñèò îò àðãóìåíòà ôóíêöèè. Ìû íå ìîæåì

ïåðåìíîæèòü òýòà-ôóíêöèè ñî ñäâèíóòûìè ïåðèîäàìè è ïîëó÷èòü òýòà-

ôóíêöèþ ñòåïåíè k. Ïîýòîìó ìû íå áóäåì ñäâèãàòü ïåðèîäû. Áîëåå

ôîðìàëüíî, ââåäåì äåéñòâèå ζ = (ζ1, ζ2) ∈ C2

(ζ · θKT )(x, y, z, t) = θ(z + ix+ ζ1, λy + i) · θ(y + it+ ζ2, i). (2.9)

Òîãäà, êàê íå òðóäíî óáåäèòüñÿ, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.8),

ñëåäóþùåå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ òýòà-ôóíêöèåé ñòåïåíè k:

k∏
i=1

(αi · θKT )(x, y, z, t) ∈ Lk. (2.10)

2.3 Âëîæåíèå MKT â êîìïëåêñíîå

ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî

Ïåðåíóìåðóåì áàçèñíûå òýòà-ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâà Lk: {si}k
2

i=1. Òîãäà

îòîáðàæåíèå

ϕk = (s1, s2, . . . , sk2)
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áóäåò îòîáðàæåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ MKT â CPk2−1.

Òåîðåìà 1. Îòîáðàæåíèå ϕk êîððåêòíî îïðåäåëåíî è ÿâëÿåòñÿ

âëîæåíèåì ïðè k > 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ k = 3. Ïðè k > 3

äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå.

Ñïåðâà óñòàíîâèì èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕk. Çäåñü ìû áóäåì

ñëåäîâàòü äîêàçàòåëüñòâó êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Êîäàèðû î âëîæåíèè

äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé (ñì. åå èçëîæåíèå, íàïðèìåð, â [16,

ãëàâà 1, �4]).

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî òýòà-ôóíêöèé ñòåïåíè k �

ýòî ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ k-é òåíçîðíîé ñòåïåíè ðàññëîåíèÿ çàäàííîãî

ìóëüòèïëèêàòîðàìè (2.7).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âåðíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê u 6= v ∈ MKT

ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå s ∈ Lk òàêîå, ÷òî s(u) = 0 è s(v) 6= 0,

òî îòîáðàæåíèå ϕk ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì

îòîáðàæåíèå �ñêëåèâàåò� òî÷êè u è v. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ âñåõ ñå÷åíèé

s ∈ Lk âåðíî, ÷òî s(v) = ζ · s(u), ãäå ζ - íåêîòîðàÿ íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà.

Åñëè s - ñå÷åíèå óäîâëåòâîðÿþùåå âûøåóêàçàííîìó óñëîâèþ, òî ìû

ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè äàííîãî óñëîâèÿ âåðíî, ÷òî äëÿ

ëþáîé òî÷êè u ∈ MKT íå âñå ñå÷åíèÿ îáðàùàþòñÿ â íîëü â òî÷êå u.

Îòñþäà ñëåäóåò êîððåêòíîñòü ϕk.

Áóäåì ïîäáèðàòü òðåáóåìóþ òýòà-ôóíêöèþ ñòåïåíè òðè â âèäå
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ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé s = f · g:

f(x, y, z, α, β) = θ(z + ix+ α, λy + i)θ(z + ix+ β, λy + i)×

× θ(z + ix− α− β, λy + i), (2.11)

g(y, t, γ, δ) = θ(y + it+ γ, i)θ(y + it+ δ, i)θ(y + it− γ − δ, i). (2.12)

Èç (2.10) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f · g äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òýòà-

ôóíêöèåé ñòåïåíè òðè íà ìíîãîîáðàçèè MKT .

Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû òî÷åê u, v êàê (x, y, z, t) è (x′, y′, z′, t′)

ñîîòâåòñòâåííî. Âûáåðåì γ òàê, ÷òîáû θ(y+it+γ, i) = 0. Òåïåðü ïîäáåðåì

δ òàê, ÷òîáû îñòàëüíûå ñîìíîæèòåëè â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè g áûëè íå

ðàâíû íóëþ â òî÷êå v

θ(y′ + it′ + δ, i)θ(y′ + it′ − γ − δ, i) 6= 0.

Ìû ìîæåì ýòîãî äîáèòüñÿ, òàê êàê íóëè òýòà-ôóíêöèè èçîëèðîâàíû.

Òàêæå ìàëûì øåâåëåíèåì α, β ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ôóíêöèÿ f íå

ðàâíÿëàñü íóëþ â òî÷êå v.

Ïîñòðîåííîå ñå÷åíèå ðåøèëî áû çàäà÷ó, åñëè áû θ(y′ + it′ + γ, i) 6= 0.

Äîïóñòèì, ÷òî ýòî òàê. Òàê êàê ó òýòà-ôóíêöèè â ôóíäàìåíòàëüíîé

îáëàñòè ðåøåòêè, îáðàçîâàííîé åå ïåðèîäàìè, åäèíñòâåííûé íóëü, òî

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî y = y′, t = t′. Ðàâåíñòâî ïî ìîäóëþ ðåøåòêè,

íî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u, v íàõîäÿòñÿ â

ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè, åäèíè÷íîì êóáå, 0 6 x, y, z, t < 1.

Âûáåðåì α òàê, ÷òîáû θ(z + ix + α, λy + i) = 0. Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü

θ(z′ + ix′ + α, λy′ + i) 6= 0. Òàê êàê èíà÷å u = v. Ïîäáåðåì β òàê, ÷òîáû

ôóíêöèÿ f(v) 6= 0 ; γ, δ òàê, ÷òîáû g(v) 6= 0.
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Òàêèì îáðàçîì ìû ïîñòðîèëè íåîáõîäèìîå ñå÷åíèå è äîêàçàëè

èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕk.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ðàíã ϕk ìàêñèìàëåí. Çäåñü ìû áóäåì ñëåäîâàòü

äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ëåôøåöà, èçëîæåííîìó â [18]. Äëÿ íà÷àëà

ïîêàæåì, ÷òî ðàíã îòîáðàæåíèÿ ìàêñèìàëåí, åñëè ìàêñèìàëåí ðàíã (íàä

C) ñëåäóþùåé ìàòðèöû:

J =



s1 . . . sk2

∂xs1 . . . ∂xsk2

∂ys1 . . . ∂ysk2

∂zs1 . . . ∂zsk2

∂ts1 . . . ∂tsk2


.

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕk, çàïèñàííîå â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ,

ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèÿ ϕ̃k â Ck2
è äàëüíåéøåé ïðîåêöèè

π : Ck2\{0} → CPk2−1. Î÷åâèäíî, äèôôåðåíöèàë ϕ̃k ñîâïàäàåò ñ

ïîäìàòðèöåé J , ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè âû÷åðêèâàíèè ïåðâîé ñòðîêè.

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî â òî÷êå u ∈ MKT ïåðâàÿ ñòðîêà J ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîð ϕ̃k(u)

êîëëèíåàðåí îáðàçó íåêîòîðîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà â òî÷êå u. Òàê

êàê π ïðîåöèðóåò âäîëü êîìïëåêñíûõ ïðÿìûõ ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî

êîîðäèíàò, òî ÿäðî äèôôåðåíöèàëà π êàê ðàç è ñîñòîèò èç òàêèõ

âåêòîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíîñòü ðàíãà ìàòðèöû J ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ìàêñèìàëüíîñòè ðàíãà ϕk.

Ïðåîáðàçóåì ìàòðèöó J ê óäîáíîìó äëÿ íàñ âèäó. Ðàíã ñëåäóþùåé
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ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì J :

J̃ =



s1 . . . sk2

(∂y − i∂t)s1 . . . (∂y − i∂t)sk2

(∂z − i∂x)s1 . . . (∂z − i∂x)sk2

(∂y + i∂t)s1 . . . (∂y + i∂t)sk2

(∂z + i∂x)s1 . . . (∂z + i∂x)sk2


.

Ïîñëåäíÿÿ äâå ñòðîêè J̃ � ýòî óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà. Òàê êàê ñå÷åíèÿ

sj ÿâëÿþòñÿ ãîëîìîðôíûìè îòíîñèòåëüíî z + ix, òî ïîñëåäíÿÿ ñòðî÷êà

J̃ âñåãäà íóëåâàÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàíã J̃ (íàä C) â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå

u = u∗ = (x∗, y∗, z∗, t∗) ∈ MKT ìåíüøå 4. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

íåòðèâèàëüíûé íàáîð êîíñòàíò a, b, c, d òàêîé, ÷òî

asj(u
∗) +

b

2
(∂y − i∂t)sj(u∗) +

c

2
(∂z − i∂x)sj(u∗) +

d

2
(∂y + i∂t)sj(u

∗) = 0,

j = 1, . . . , k2.

Èç (2.10) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

s(u, µ, ν) = (µ · θKT )(u)(ν · θKT )(u)((−µ− ν) · θKT )(u).

ëåæèò â Lk(k = 3) ïðè ëþáûõ µ, ν. Çíà÷èò îíà ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî áàçèñó

sj è äëÿ íåå âåðíî ðàâåíñòâî

as(u∗, µ, ν) +
b

2
(∂y − i∂t)s(u∗, µ, ν) +

c

2
(∂z − i∂x)s(u∗, µ, ν)+

+
d

2
(∂y + i∂t)s(u

∗, µ, ν) = 0. (2.13)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå L = b
2
(∂y− i∂t)+ c

2
(∂z− i∂x)+ d

2
(∂y+ i∂t) è ïåðåïèøåì

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå:

L log(µ·θKT )(u∗) = −a−L log(ν ·θKT )(u∗)−L log((−µ−ν)·θKT )(u∗). (2.14)

Äëÿ ëþáûõ u, µ ñóùåñòâóåò ν òàêîå, ÷òî

(ν · θKT )(u)((−µ− ν) · θKT )(u) 6= 0. (2.15)

Èç (2.14)-(2.15) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

ξ(µ) = L log(µ · θKT )(u∗) (2.16)

ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé îò µ = (µ1, µ2). Ñîãëàñíî (2.7) ôóíêöèÿ ξ(µ)

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì ïåðèîäè÷íîñòè:

ξ(µ1 + 1, µ2) = ξ(µ1, µ2), (2.17)

ξ(µ1 + y∗ + i, µ2) = ξ(µ1, µ2)− 2πic− πi(b+ d)

2
, (2.18)

ξ(µ1, µ2 + 1) = ξ(µ1, µ2), (2.19)

ξ(µ1, µ2 + i) = ξ(µ1, µ2)− 2πib. (2.20)

Ñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâîäíûå ∂µjξ ÿâëÿþòñÿ öåëûìè

äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíè ïîñòîÿííû, è

ξ = αµ1 + βµ2 + γ. Èç (2.17),(2.19) ñëåäóåò, ÷òî α = β = 0, è ôóíêöèÿ ξ

ïîñòîÿííà. Èç (2.18),(2.20) ñëåäóåò, ÷òî

b = 2c+
b+ d

2
= 0.

Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

ξ(µ) =
c

2

[
(∂z − i∂x)θ(z + ix+ µ1, λy + i)

θ(z + ix+ µ1, λy + i)

]
u=u∗
−

− 2c

[
∂yθ(z + ix+ µ1, λy + i)

θ(z + ix+ µ1, λy + i)

]
u=u∗

= γ. (2.21)
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Çäåñü ìû íåÿâíî èñïîëüçîâàëè óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà:

(∂y + i∂t)θ(y + it, i) = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé z + ix:

D =
1

2
(∂z − i∂x).

Èç (2.6) ñëåäóåò, ÷òî

∂yθ(z + ix, λy + i) ≡ λ

4πi
(D2θ)(z + ix, y + i). (2.22)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.22) â (2.21) è ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî

(Dθ)(z + ix+ µ1, y + i) = ∂µ1θ(z + ix+ µ1, y + i),

ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ θ(z∗ + ix∗ + µ1, y∗ + i), êàê ôóíêöèÿ îò

µ1, óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

c

[
λ

2πi
θ′′ − θ′

]
+ γθ = 0.

Âûïèñàâ îáùåå ðåøåíèå, ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî ïðèâîäèò

ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷íîñòè òýòà-ôóíêöèè (2.7) è

ñëåäîâàòåëüíî c = d = γ = 0. Èç (2.13) ñëåäóåò, ÷òî a = 0.

Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íàáîð ïîñòîÿííûõ a, b, c, d òðèâèàëåí è ìàòðèöà J̃

èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã. Òàê êàê òî÷êà u∗ áûëà âûáðàíà ïðîèçâîëüíîé,

òî ðàíã ϕk âñþäó ðàâåí 4. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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2.4 Âëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì

îòîáðàæåíèåì

Ìíîãîîáðàçèå MKT ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, ãäå

ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ìîæåò áûòü ê ïðèìåðó çàäàíà ñëåäóþùåé

ëåâîèíâàðèàíòíîé 2-ôîðìîé: ωKT = (dz − λxdy) ∧ dx + dy ∧ dt. Â ýòîì

ðàçäåëå ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 2. 1. Ïðè k > 3 îòîáðàæåíèå ϕk èíäóöèðóåò

ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà ìíîãîîáðàçèè MKT .

2. Èíäóöèðîâàííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà êîãîìîëîãè÷íà k · ωKT .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îïðåäåëåíèè îòîáðàæåíèÿ ϕk âûáåðåì â

êà÷åñòâå áàçèñíûõ òýòà-ôóíêöèé èç Lk ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

θpk(z + ix, λy + i) · θqk(y + it, i); p, q = 1, . . . , k.

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕk ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèÿ

Ñåãðå σk : CPk−1 × CPk−1 → CPk2−1, êîòîðîå çàäàåòñÿ â îäíîðîäíûõ

êîîðäèíàòàõ ôîðìóëîé

σk
(
[z1 : . . . : zk], [w1 : . . . : wk]

)
= [z1w1 : z1w2 : . . . : zkwk−1 : zkwk]

è îòîáðàæåíèÿ ψk : MKT → CPk−1 × CPk−1, ψk = (ψ′k, ψ
′′
k). Ãäå

ψ′k(x, y, z) = [θ1
k(z + ix, λy + i) : . . . : θkk(z + ix, λy + i)],

ψ′′k(y, t) = [θ1
k(y + it, i) : . . . : θkk(y + it, i)].

Èòàê, ϕk = σk ◦ ψk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω′ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó

(àññîöèèðîâàííóþ ñ ìåòðèêîé Ôóáèíè�Øòóäè) íà ïåðâîì ñîìíîæèòåëå
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CPk × CPk, ÷åðåç Ω′′ íà âòîðîì. Òîãäà Ω′ + Ω′′ ÿâëÿåòñÿ

ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé íà ïðîèçâåäåíèè. Òàê êàê îòîáðàæåíèå Ñåãðå

ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì âëîæåíèåì, òî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

èíäóöèðîâàííàÿ ôîðìà ψ∗k(Ω
′ + Ω′′) ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé.

Çàìåòèì, ÷òî áàçèñ âíåøíåé àëãåáðû ëåâîèíâàðèàíòíûõ ôîðì ìîæíî

âûáðàòü â ñëåäóþùåì âèäå: dx, dy, dz − λxdy, dt.

Îòîáðàæåíèå ψ′′k ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì âëîæåíèåì êîìïëåêñíîãî

òîðà â CPk èç êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ëåôøåöà, è çíà÷èò ôîðìà Ôóáèíè-

Øòóäè èíäóöèðóåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó íà òîðå:

(ψ′′k)∗(y, t)(Ω′′) = α · dy ∧ dt,

ãäå ôóíêöèÿ α íèãäå íà MKT íå ðàâíà íóëþ.

Ïóñòü

(ψ′k)
∗(x, y, z)(Ω′) = f · (dz − λxdy) ∧ dx+ g · (dz − λxdy) ∧ dy + h · dx ∧ dy.

Çäåñü f, g, h - íåêîòîðûå ôóíêöèè íà MKT . Ýòî îáùèé âèä 2-ôîðìû íà

MKT , êîòîðàÿ èíäóöèðîâàíà îòîáðàæåíèåì çàâèñÿùèì îò x, y, z.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî y îòîáðàæåíèå ψ′k

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì âëîæåíèåì èç òåîðåìû Ëåôøåöà è

ñëåäîâàòåëüíî

(ψ′k)
∗
(Ω′) = β · dz ∧ dx,

ãäå ôóíêöèÿ β íèãäå íà MKT íå ðàâíà íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f ≡ β.

Ñîáèðàÿ âñå âìåñòå ïîëó÷èì:

(ψ∗k(Ω
′ + Ω′′))

2
=
(
(ψ′k)

∗
(Ω′) + (ψ′′k)

∗
(Ω′′)

)2
=

(β · (dz − λxdy) ∧ dx+ g · (dz − λxdy) ∧ dy + h · dx ∧ dy + α · dy ∧ dt)2 .

32



Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè ïîëó÷èì:

(ψ∗k(Ω
′ + Ω′′))

2
= 2αβ · dx ∧ dy ∧ dz ∧ dt.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè

èíäóöèðîâàííîé ôîðìû. Çàìêíóòîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

äèôôåðåíöèàë êîììóòèðóåò ñ ψ∗k. Ñëåäîâàòåëüíî, ψ
∗
k(Ω

′ + Ω′′) ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòîé è íåâûðîæäåííîé òî åñòü ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé. Ìû

äîêàçàëè ïåðâûé ïóíêò óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

Äîêàæåì âòîðîé ïóíêò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L � ðàññëîåíèå, çàäàííîå

ìóëüòèïëèêàòîðàìè (2.7). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå âëîæåíèÿ ìû îòìå÷àëè,

÷òî òýòà-ôóíêöèè ñòåïåíè k ÿâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿìè L⊗k.

Íàïîìíèì, ÷òî ëþáîå ëèíåéíîå êîìïëåêñíîå ðàññëîåíèå íàä

ìíîãîîáðàçèåì M èíäóöèðóåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ðàññëîåíèåì íàä

CPn ïðè îòîáðàæåíèè M â êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ñëåäîâàòåëüíî ðàññëîåíèå L⊗k è åãî ôîðìà êðèâèçíû ÿâëÿþòñÿ

îáðàçàìè óíèâåðñàëüíîãî ðàññëîåíèÿ è åãî ôîðìû êðèâèçíû, êîòîðàÿ

åñòü ôîðìà Ôóáèíè�Øòóäè. Òàêæå âñïîìíèì, ÷òî ïåðâûé êëàññ

×æýíÿ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé ðåàëèçóåòñÿ èìåííî ôîðìîé êðèâèçíû.

Ñëåäîâàòåëüíî êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ èíäóöèðîâàííîé ôîðìû

ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì êëàññîì ×æýíÿ c1(L⊗k) = k · c1(L) è íàì íóæíî

äîêàçàòü, ÷òî

c1(L) = [(dz − λxdy) ∧ dx+ dy ∧ dt].

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðèåé êîãîìîëîãèé ×åõà äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü

c1(L). Ââåäåì ïîêðûòèå R4 ìíîæåñòâàìè

Uλ = λ · U0, λ ∈ Γ.
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Äëÿ ýòîãî ðàçíåñåì ñäâèãàìè èç ðåøåòêè Γ ìíîæåñòâî

U0 = {|uk| < 3/4}.

Çàìåòèì, ÷òî äàííîå ïîêðûòèå ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì � âñå íåïóñòûå

êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ äèôôåîìîðôíû R4. Ïîýòîìó êîãîìîëîãèè íåðâà

ýòîãî ïîêðûòèÿ èçîìîðôíû êîãîìîëîãèÿì âñåãî ïðîñòðàíñòâà MKT .

Ôóíêöèè ïåðåõîäà gλµ : Uλ ∩ Uµ → C∗ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç

ìóëüòèïëèêàòîðû

gλµ(u) = eλ(u) · eµ−1(µ · u); λ, µ ∈ Γ. (2.23)

Íåðâ N(U) ìèíèìàëüíîãî ïîäïîêðûòèÿ ïîñòðîåííîãî âûøå ïîêðûòèÿ Uλ

ãîìåîìîðôåí MKT , è åãî êîãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z ñîâïàäàþò

ñ H∗(MKT ; Z). Êîöèêë zλµν ∈ C2(U ; Z)

zλµν =
1

2πi
(log(gλµ) + log(gµν)− log(gνλ)) (2.24)

ïî îïðåäåëåíèþ ðåàëèçóåò ïåðâûé êëàññ ×æýíÿ ðàññëîåíèÿ L. Äàííàÿ

ôîðìóëà çàäàåò çíà÷åíèå z íà äâóìåðíîì ñèìïëåêñå (λ, µ, ν) ∈ N(U).

Âòîðîå ÷èñëî Áåòòè ìíîãîîáðàçèÿ MKT ðàâíî 4. Áàçèñíûå 2-

öèêëû ðåàëèçóþòñÿ äâóìåðíûìè òîðàìè Tac, Tbc, Tda, Tdb, îáðàçîâàííûìè

êîììóòèðóþùèìè ñäâèãàìè (2.1).

Îïðåäåëèì ôóíêöèè fλ(u) ïî ôîðìóëå

eλ(u) = e2πifλ(u). (2.25)

Ñîãëàñíî (2.23)�(2.25)

c1([Tλµ]) = fµ(u) + fλ(µ · u)− fλ(u)− fµ(λ · u).
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Âû÷èñëÿÿ ïåðâûé êëàññ ×æýíÿ íà áàçèñíûõ 2-öèêëàõ, ïîëó÷èì:

c1([Tca]) = c1([Tbd]) = 1; c1([Tcb]) = c1([Tad]) = 0. (2.26)

Òàê êàê ìíîãîîáðàçèå MKT ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì

íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû Ëè, òî ëþáîé ýëåìåíò èç H2(MKT ; R) ðåàëèçóåòñÿ

ëåâîèíâàðèàíòíûìè ôîðìàìè äâîéñòâåííûìè ê áàçèñíûì 2-öèêëàì.

Ãðóïïà H2(MKT ; R) ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè êîãîìîëîãèé ôîðì (dz −

λxdy) ∧ dx, dy ∧ dt, (dz − λxdy) ∧ dy è dx ∧ dt.

Èç (2.26) ñëåäóåò, ÷òî c1(L) = [(dz − λxdy) ∧ dx + dy ∧ dt]. Òåîðåìà

äîêàçàíà.
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Ãëàâà 3

Òýòà-ôóíêöèè íà êîñûõ

ïðîèçâåäåíèÿõ äâóìåðíûõ òîðîâ

ñ íóëåâûì êëàññîì Ýéëåðà

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû èçëîæåíû â [24].

Â ýòîé ãëàâå ìû ïðåäëàãàåì èíóþ êîíñòðóêöèþ òýòà-ôóíêöèé

íà ÷åòûðåõìåðíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, êîòîðóþ

ðàñïðîñòðàíÿåì íà êîñûå ïðîèçâåäåíèÿ äâóìåðíûõ òîðîâ ñ íóëåâûì

êëàññîì Ýéëåðà.

Ìû ââîäèì àíàëîãè êëàññè÷åñêèõ òýòà-ôóíêöèé êàê ñå÷åíèÿ

ëèíåéíûõ êîìïëåêñíûõ ðàññëîåíèé íàä äàííûìè ðàññëîåíèÿìè. Íàì

îäíàêî ïðèäåòñÿ îòêàçàòüñÿ îò ãîëîìîðôíîñòè âëîæåíèÿ, òàê êàê íà

äàííûõ ðàññëîåíèÿõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåò íå òîëüêî êýëåðîâîé ñòðóêòóðû,

íî è êîìïëåêñíîé. Òåì íå ìåíåå, äàííûå ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ

ñèìïëåêòè÷åñêèìè. Ìû áóäåì ñòðîèòü òýòà-ôóíêöèè òàê, ÷òîáû äëÿ íèõ
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âûïîëíÿëñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèé àíàëîã òåîðåìû Ëåôøåöà � òýòà-ôóíêöèè

ñ õàðàêòåðèñòèêàìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿìè òåíçîðíîé ñòåïåíè

äàííîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ, çàäàþò ñèìïëåêòè÷åñêîå âëîæåíèå

ìíîãîîáðàçèÿ â CPk (äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ òåíçîðíûõ ñòåïåíåé).

3.1 Ðàññëîåíèÿ

Èñïîëüçóÿ òàáëèöó 1.1, âûïèøåì èç íåå ðàññëîåíèÿ ñ íóëåâûì êëàññîì

Ýéëåðà. Ðåçóëüòàò, ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà ïðîñòðàíñòâà

ðàññëîåíèÿ (íå èçîìîðôèçìà ðàññëîåíèé), ïðèâåäåí â òàáëèöå 3.1. I

îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó.

Ïîêàæåì, ÷òî âñå ðàññëîåíèÿ ñ íóëåâûì êëàññîì Ýéëåðà ÿâëÿþòñÿ

îäíîðîäíûìè ïðîñòðàíñòâàìè âåùåñòâåííûõ ãðóïï Ëè. Ïóñòü G �

ýòî âåùåñòâåííàÿ ãðóïïà Ëè ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, s, t) è ñëåäóþùèì

ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì:

ρ : (x, y, s, t)→

 AxBy
s

t

0 0 1

 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ äèñêðåòíóþ ïîäãðóïïó ýëåìåíòîâ ñ öåëûìè

êîîðäèíàòàìè. Òîãäà îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî Γ\G ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòðàíñòâîì ðàññëîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî {A,B}. Çàìåòèì, ÷òî

ρ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì íå G, à Γ\G.

Î÷åâèäíî, ìîæíî ïåðåéòè ê îïðåäåëåíèþ ðàññëîåíèé â âèäå ôàêòîð-

ìíîãîîáðàçèÿ R4 ïî äåéñòâèþ ãðóïïû Γ ñî ñëåäóþùèìè îáðàçóþùèìè
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Òàáëèöà 3.1: Êîñûå ïðîèçâåäåíèÿ äâóìåðíûõ òîðîâ ñ íóëåâûì êëàññîì

Ýéëåðà

{A,B} Ïðèìå÷àíèå

(A) {I, I} = T 2 × T 2 Ïðîèçâåäåíèå òîðîâ

(B) (1)


0 −1

1 −1

 , I

 Ãèïåðýëëèïòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè

(2)


0 −1

1 0

 , I


(3)


1 −1

1 0

 , I


(4) {−I, I}

(C)


1 k

0 1

 , I

, k 6= 0 Ìíîãîîáðàçèå Êîäàèðû�Òåðñòîíà

(D)


−1 k

0 −1

 , I

, k 6= 0

(E)


1 k

0 1

 ,−I

, k 6= 0

(F) {A, I}, |trA| > 2

(G) {A,−I}, trA > 2
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(åñëè B = I):

a : (x+ 1, y, αs+ βt, γs+ δt), (3.1)

b : (x, y + 1, s, t), (3.2)

c : (x, y, s+ 1, t), (3.3)

d : (x, y, s, t+ 1), (3.4)

ãäå A =

α β

γ δ

 . Åñëè B = −I, òî

b : (x, y + 1,−s,−t). (3.5)

Çíàÿ òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå Γ\G, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü îáðàçóþùèå

àëãåáðû ëåâîèíâàðèàíòíûõ ôîðì. Äëÿ ýòîãî êàê îáû÷íî âû÷èñëèì

ρ−1dρ =

 Cdx+Ddy A−xB−y

ds
dt


0 0 0

 ,

ãäå C, D íåêèå ïîñòîÿííûå ìàòðèöû. Òàêèì îáðàçîì 1-ôîðìû dx, dy, ω1,

ω2, ãäå ω1

ω2

 = A−xB−y

ds
dt

 ,

ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè.

3.2 Òýòà-ôóíêöèè íà ðàññëîåíèÿõ

Çäåñü è äàëåå ÷åðåç M áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèé, ãäå

ñëîé è áàçà � äâóìåðíûå òîðû è êëàññ Ýéëåðà � íóëåâîé.
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Ââåäåì ôîðìàëüíî ôóíêöèþ íà R4, óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåéM :

θM(x, y, s, t) = θ(s+ ωt, ω) · θ(x+ iy, i). (3.6)

Çäåñü θ(z, τ) � ýòî êëàññè÷åñêàÿ òýòà-ôóíêöèÿ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè

[1/2, 1/2], çàäàííàÿ ìóëüòèïëèêàòîðàìè (2.3)-(2.4). Â ñëåäóþùåé òàáëèöå

ïðèâåäåíû ôóíêöèè ω â çàâèñèìîñòè îò ðàññëîåíèÿ. i îáîçíà÷àåò
√
−1.

ω

(B1), (B3) (−1 +
√
−3)/2

(B2), (B4) i

(C), (E) −kx+ i

(D) kx+ i

(F), (G) (λ−xv+ + iλxv−)/(λ−xu+ + iλxu−)

Çäåñü λ, λ−1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A, à (u+, v+)T , (u−, v−)T

ñîáñòâåííûå âåêòîðà òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû A:

AT

u+

v+

 = λ

u+

v+

 , AT

u−
v−

 = λ−1

u−
v−

 . (3.7)

Ïðè÷åì îòíîðìèðóåì âåêòîðà òàê, ÷òîáû u+v− − u−v+ = 1.

Ëåììà 1. Äëÿ âñåõ ðàññëîåíèé Imω > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåî÷åâèäåí òîëüêî ïîñëåäíèé ñëó÷àé:

Imω =
u+v− − u−v+

(λ−xu+)2 + (λxu−)2
> 0.

Ëåììà äîêàçàíà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðÿä, îïðåäåëÿþùèé òýòà-ôóíêöèþ,

ñõîäèòñÿ è ôóíêöèÿ θM êîððåêòíî îïðåäåëåíà.
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Ëåììà 2. Ïîä äåéñòâèåì îáðàçóþùåé (3.1) èç Γ:

(x, y, s, t)→ (x+ 1, y, αs+ βt, γs+ δt)

ôóíêöèè ω, s+ ωt ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ω → αω − β
−γω + δ

, s+ ωt→ s+ ωt

−γω + δ
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî:

ω(x+ 1) =
αω(x)− β
−γω(x) + δ

.

Åñëè ω ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â êàæäîì ñëó÷àå

ω =
αω − β
−γω + δ

.

Åñëè ω = kx+ i,−kx+ i, òî ïðåîáðàçîâàíèå òàêæå î÷åâèäíî. Â ñëó÷àÿõ

(F, G) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâà αδ − βγ = 1 è (3.7). Ëåììà

äîêàçàíà.

Ïóñòü {θpk(z, τ)}kp=1 � áàçèñ êëàññè÷åñêèõ òýòà-ôóíêöèé ñòåïåíè k

(2.5). Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî òýòà-ôóíêöèé ñòåïåíè k ìíîãîîáðàçèÿM ,

êàê ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé îáûêíîâåííûõ áàçèñíûõ

òýòà-ôóíêöèé ñòåïåíè k íà ñëîå è áàçå:

θpk(s+ ωt, ω) · θqk(x+ iy, i), p, q = 1 . . . k

Áóäåì îáîçíà÷àòü äàííîå ïðîñòðàíñòâî êàê Lk. Çàìåòèì, ÷òî

ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Lk ðàâíà k2. Òýòà-ôóíêöèÿ ñòåïåíè îäèí �

ýòî θM .
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3.2.1 θM � ñå÷åíèå ëèíåéíîãî êîìïëåêñíîãî

ðàññëîåíèÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ θM ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì ëèíåéíîãî êîìïëåêñíîãî

ðàññëîåíèÿ íàä ìíîãîîáðàçèåì M . Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì, ÷òî ñå÷åíèÿ

ñîñòîÿò âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ôóíêöèÿìè f íà

óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé òàêèìè, ÷òî f(λ · u) = eλ(u)f(u), ãäå

λ � ýëåìåíò ðåøåòêè Γ, äèñêðåòíîé ãðóïïû äåéñòâóþùåé íà R4,

eλ(u) � ìóëüòèïëèêàòîðû, òî åñòü íåíóëåâûå ôóíêöèè eλ : R4 → C∗

óäîâëåòâîðÿþùèå òîæäåñòâàì

eλ(µ · u) eµ(u) = eλµ(u), λ, µ ∈ Γ

e0(u) = 1.

Ìóëüòèïëèêàòîðû ñëåäóþùèì îáðàçîì çàäàþò ëèíåéíîå êîìïëåêñíîå

ðàññëîåíèå íàä ìíîãîîáðàçèåì M - ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå R4 × C

ôàêòîðèçóåòñÿ ïî äåéñòâèþ Γ:

(u,w) ∼ (λ · u, eλ(u)w), u ∈ R4, w ∈ C, λ ∈ Γ.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè θM ïîä äåéñòâèåì îáðàçóþùèõ ãðóïïû

Γ (3.1)-(3.4) (ïðè B = I):

θM(x+ 1, y, αs+ βt, γs+ δt) = (3.8)

ζ(−γω + δ)
1
2 exp(

−γ(s+ ωt)2

−γω + δ
) · θM(x, y, s, t),

θM(x, y + 1, s, t) = − exp(−2πi(x+ iy) + π) · θM(x, y, s, t), (3.9)

θM(x, y, s+ 1, t) = −θM(x, y, s, t), (3.10)

θM(x, y, s, t+ 1) = − exp(−2πi(s+ ωt)− πiω) · θM(x, y, s, t).(3.11)
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Ïðè B = −I ôîðìóëó (3.9) ñëåäóåò çàìåíèòü íà ñëåäóþùóþ:

θM(x, y + 1,−s,−t) = exp(−2πi(x+ iy) + π) · θM(x, y, s, t). (3.12)

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâàìè ïåðèîäè÷íîñòè êëàññè÷åñêîé òýòà-

ôóíêöèè (2.2)-(2.4) è ëåììîé 2. Èç ýòèõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî θM ÿâëÿåòñÿ

ñå÷åíèåì ðàññëîåíèÿ, çàäàííîãî ìóëüòèïëèêàòîðàìè (3.8) - (3.12).

×òîáû óáåäèòüñÿ â êîððåêòíîñòè êîíñòðóêöèè ðàññëîåíèÿ çàäàííîãî

ýòèìè ìóëüòèïëèêàòîðàìè, íåîáõîäèìî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî

íåòðèâèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îáðàçóþùèìè ðåøåòêè Γ (3.1)-

(3.5):

[a, c] = c1−δdγ, [a, d] = cβd1−α, [g, h] = g−1h−1gh,

âëåêóò çà ñîáîé òîæäåñòâà íà ìóëüòèïëèêàòîðû. Ýòî î÷åâèäíî, åñëè

ó÷åñòü, ÷òî âñå ìóëüòèïëèêàòîðû çàäàíû ïîâåäåíèåì îäíîé è òîé æå

ôóíêöèè.

3.2.2 Ìóëüòèïëèêàòèâíîå ñâîéñòâî θM

Ââåäåì äåéñòâèå ζ = (λ, µ) ∈ C2 íà θM :

(ζ · θM)(x, y, s, t) = θ(s+ ωt+ λ, ω) · θ(x+ iy + µ, i). (3.13)

Ïóñòü ζi = (λi, µi), i = 1, . . . , k � íàáîð ïîñòîÿííûõ âåêòîðîâ èç C2 òàêîé,

÷òî åãî ñóììà ðàâíà íóëþ. Êàê è äëÿ êëàññè÷åñêîé òýòà-ôóíêöèè íàì

õîòåëîñü áû, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå

k∏
i=1

(ζi · θM)(x, y, s, t) (3.14)
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áûëî òýòà-ôóíêöèåé ñòåïåíè k. Äàííîå ñâîéñòâî òýòà-ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ

êëþ÷åâûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î âëîæåíèè â êîìïëåêñíîå

ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòîìó ìåøàåò ìóëüòèïëèêàòîð (3.8) âèäà

exp(−γ(s+ ωt)2).

Åñëè äàííûé ìóëüòèïëèêàòîð íåòðèâèàëåí, òî åñòü γ 6= 0, ïîòðåáóåì,

÷òîáû âûïîëíÿëîñü åùå îäíî ñîîòíîøåíèå:

k∑
i=1

λ2
i = 0. (3.15)

Òîãäà, êàê íå òðóäíî óáåäèòüñÿ, ïðîèçâåäåíèå (3.14) ÿâëÿåòñÿ òýòà-ôóíê-

öèåé ñòåïåíè k.

3.3 Âëîæåíèå â êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå

ïðîñòðàíñòâî

Ïåðåíóìåðóåì áàçèñíûå òýòà-ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâà Lk: {σi}k
2

i=1. Òîãäà

îòîáðàæåíèå

ϕk = (σ1, σ2, . . . , σk2)

áóäåò îòîáðàæåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ M â CPk2−1.

Íàïîìíèì, ÷òî ìû îáîçíà÷àëè ýëåìåíòû ìàòðèöû ìîíîäðîìèè A êàêα β

γ δ

 ,

è ïðè γ 6= 0 òðåáóåì âûïîëíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ (3.15).
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Òåîðåìà 3. Îòîáðàæåíèå ϕk êîððåêòíî îïðåäåëåíî è ÿâëÿåòñÿ

âëîæåíèåì ïðè:

a) k > 4, åñëè γ 6= 0;

á) k > 3, åñëè γ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïóíêò a) óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ïðè

k = 4. Èç äîêàçàòåëüñòâà áóäåò ÿñíî êàê äîêàçûâàòü â îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ.

Ñïåðâà óñòàíîâèì èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕk. Ìû áóäåì

ñëåäîâàòü äîêàçàòåëüñòâó êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ëåôøåöà î âëîæåíèè

äëÿ àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé (ñì. åå èçëîæåíèå, â [17, ãëàâà 2, òåîðåìà

1.3]).

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî òýòà-ôóíêöèé ñòåïåíè k �

ýòî ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ k-é òåíçîðíîé ñòåïåíè ðàññëîåíèÿ çàäàííîãî

ìóëüòèïëèêàòîðàìè (3.8)-(3.12).

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå, â �2.3 ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî åñëè âåðíî, ÷òî äëÿ

ëþáûõ òî÷åê u 6= v ∈ M ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå σ ∈ Lk òàêîå, ÷òî σ(u) =

0 è σ(v) 6= 0, òî îòîáðàæåíèå ϕk ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííûì è

èíúåêòèâíûì.

Áóäåì ïîäáèðàòü òýòà-ôóíêöèþ ñòåïåíè ÷åòûðå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

äâóõ ôóíêöèé σ = f · g:

f(s+ ω(x)t, x, α, β) = θ(s+ ωt+ α, ω)θ(s+ ωt+ β, ω)×

× θ(s+ ωt+ γ, ω)θ(s+ ωt+ δ, ω), (3.16)
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g(x+ iy, α′, β′, γ′) = θ(x+ iy + α′, i)θ(x+ iy + β′, i)×

× θ(x+ iy + γ′, i)θ(x+ iy + δ′, i). (3.17)

Çäåñü

γ =
1

4

(
−2(α + β) +

√
−4(α + β)2 − α2 − β2

)
, (3.18)

δ =
1

4

(
−2(α + β)−

√
−4(α + β)2 − α2 − β2

)
, (3.19)

δ′ = −α′ − β′ − γ′. (3.20)

Â �3.3.2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ f · g äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òýòà-

ôóíêöèåé ñòåïåíè ÷åòûðå ìíîãîîáðàçèÿ M .

Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû òî÷åê u, v êàê (x, y, s, t) è (x′, y′, s′, t′)

ñîîòâåòñòâåííî. Âûáåðåì α′ òàê, ÷òîáû θ(x+iy+α′) = 0. Òåïåðü ïîäáåðåì

β′, γ′, δ′ òàê, ÷òîáû îñòàëüíûå ñîìíîæèòåëè â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè g íå

áûëè ðàâíû íóëþ â òî÷êå v:

θ(x′ + iy′ + β′)θ(x′ + iy′ + γ′)θ(x′ + iy′ + δ′) 6= 0.

Ìû ìîæåì ýòîãî äîáèòüñÿ òàê, êàê íóëè òýòà-ôóíêöèè èçîëèðîâàíû.

Òàêæå ìàëûì øåâåëåíèåì α, β, γ, δ ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ôóíêöèÿ f

íå ðàâíÿëàñü íóëþ â òî÷êå v.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ìåñòå ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, ïî÷åìó â ïóíêòå à) k

äîëæíî íå ìåíüøå ÷åòûðåõ. Ïðè k = 3, êîãäà íå áûëî áû δ′, êîíñòàíòû

β′,γ′ áûëè áû ôóíêöèÿìè α′ âñëåäñòâèå óñëîâèé (3.15), è ìû íå ñìîãëè

áû äîáèòüñÿ âûøåóêàçàííîãî íåðàâåíñòâà íóëþ.

Ïîñòðîåííîå ñå÷åíèå ðåøèëî áû çàäà÷ó, åñëè áû θ(x′ + iy′ + α′) 6=

0. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî òàê. Òàê êàê ó êëàññè÷åñêîé òýòà-ôóíêöèè

â ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ðåøåòêè, îáðàçîâàííîé åå ïåðèîäàìè,
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åäèíñòâåííûé íóëü, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x = x′, y = y′. Ðàâåíñòâî ïî

ìîäóëþ ðåøåòêè, íî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u, v

íàõîäÿòñÿ â ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè, åäèíè÷íîì êóáå, 0 6 x, y, s, t < 1.

Âûáåðåì α òàê, ÷òîáû θ(s+ω(x)t+α, ω(x)) = 0. Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü

θ(s′ + ω(x′)t′ + α, ω(x′)) 6= 0. Òàê êàê èíà÷å u = v. Ïîäáåðåì β, γ, δ òàê,

÷òîáû ôóíêöèÿ f(v) 6= 0 ; α′, β′, γ′, δ′ òàê, ÷òîáû g(v) 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîñòðîèëè íåîáõîäèìîå ñå÷åíèå è äîêàçàëè

èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕk.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ðàíã ϕk ìàêñèìàëåí. Çäåñü ìû áóäåì ñëåäîâàòü

äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ëåôøåöà, èçëîæåííîìó â [18]. Â �2.3 ìû

ïîêàçàëè, ÷òî ðàíã îòîáðàæåíèÿ ìàêñèìàëåí, åñëè ìàêñèìàëåí ðàíã (íàä

C) ñëåäóþùåé ìàòðèöû:

J =



σ1 . . . σk2

∂xσ1 . . . ∂xσk2

∂yσ1 . . . ∂yσk2

∂sσ1 . . . ∂sσk2

∂tσ1 . . . ∂tσk2


.

Ïðåîáðàçóåì ìàòðèöó J ê óäîáíîìó äëÿ íàñ âèäó. Ðàíã ñëåäóþùåé

ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì J :

J̃ =



σ1 . . . σk2

(∂x − i∂y)σ1 . . . (∂x − i∂y)σk2

(∂s + ∂t
ω

)σ1 . . . (∂s + ∂t
ω

)σk2

(∂x + i∂y)σ1 . . . (∂x + i∂y)σk2

(∂s − ∂t
ω

)σ1 . . . (∂s − ∂t
ω

)σk2


.
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Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà

w = u+ iv:

∂f

∂w
=

1

2
(∂u − i∂v)f,

∂f

∂w̄
=

1

2
(∂u + i∂v)f = 0.

Ïîñëåäíÿÿ äâå ñòðîêè J̃ � ýòî óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà. Òàê êàê ñå÷åíèÿ

σj äëÿ ëþáîãî x ðàçëàãàþòñÿ â ðÿä ïî s+ω(x)t, òî ïîñëåäíÿÿ ñòðî÷êà J̃

âñåãäà íóëåâàÿ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ω = const, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òýòà-

ôóíêöèé íà ðàññëîåíèÿõ (B), òî ñå÷åíèÿ ãîëîìîðôíû, è ìîæíî

èñïîëüçîâàòü äîêàçàòåëüñòâî êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ëåôøåöà. Ìû áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî (∂x + i∂y)θM 6= 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàíã J̃ (íàä C) â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå

u∗ = (x∗, y∗, s∗, t∗) ∈ M ìåíüøå 4. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

íåòðèâèàëüíûé íàáîð êîíñòàíò a, b, c, d òàêîé, ÷òî

aσj(u
∗) +

b

2
(∂x − i∂y)σj(u∗) +

c

2
(∂s +

∂t
ω

)σj(u
∗) +

d

2
(∂x + i∂y)σj(u

∗) = 0,

j = 1, . . . , k2.

Ôóíêöèÿ

σ = f(s+ ω(x)t, x, α, β) · g(x+ iy, α′, β′, γ′),

îïèñûâàåìàÿ ôîðìóëàìè (3.16)-(3.20), ëåæèò â Lk(k = 4) ïðè ëþáûõ α,

β, α′, β′, γ′. Çíà÷èò îíà ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî áàçèñó σj è äëÿ íåå âåðíî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî â òî÷êå u∗

aσ +
b

2
(∂x − i∂y)σ +

c

2
(∂s +

∂t
ω

)σ + +
d

2
(∂x + i∂y)σ = 0. (3.21)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå L = b
2
(∂x− i∂y)+ c

2
(∂s+ ∂t

ω
)+ d

2
(∂x+ i∂y) è ïåðåïèøåì

(3.21) â âèäå:

L log((α, α′) · θM)(u∗) = −a− L log((β, β′) · θM)(u∗)−

− L log((γ, γ′) · θM)(u∗)− L log((δ, δ′) · θM)(u∗). (3.22)

Çäåñü ((λ, µ) · θM) � äåéñòâèå, îïèñàííîå ôîðìóëîé (3.13). Äëÿ ëþáûõ

u, α, α′ ñóùåñòâóþò β, β′, γ′, òàêèå, ÷òî

((β, β′) · θM)(u)× ((γ, γ′) · θM)(u)× ((δ, δ′) · θM)(u) 6= 0. (3.23)

Èç (3.22)-(3.23) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

ξ(α, α′) = L log((α, α′) · θM)(u∗) (3.24)

ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé îò (α, α′) ∈ C2. Ñîãëàñíî (3.8)-(3.12) ôóíêöèÿ

ξ(α, α′) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì ïåðèîäè÷íîñòè:

ξ(α + 1, α′) = ξ(α, α′), (3.25)

ξ(α + ω(x∗), α′) = ξ(α, α′)− 2πic− πi(b+ d)

2
ω(x∗), (3.26)

ξ(α, α′ + 1) = ξ(α, α′), (3.27)

ξ(α, α′ + i) = ξ(α, α′)− 2πib. (3.28)

Ñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâîäíûå ∂αξ, ∂α′ξ ÿâëÿþòñÿ öåëûìè

äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíè ïîñòîÿííû, è

ξ = Aα + Bα′ + C. Èç (3.25),(3.27) ñëåäóåò, ÷òî A = B = 0, è ôóíêöèÿ

ξ ≡ C, ïîñòîÿííà. Èç (3.26),(3.28) ñëåäóåò, ÷òî

b = 2πic+ πi
(b+ d)

2
ω(x∗) = 0.
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Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

ξ = C = c

[
(∂s + ∂t

ω
θ)(s+ ω(x)t+ α, ω(x))

θ(s+ ω(x)t+ α, ω(x))

]
u=u∗

+

d

2

[
(∂xθ)(s+ ω(x)t+ α, ω(x))

θ(s+ ω(x)t+ α, ω(x))

]
u=u∗

. (3.29)

Çäåñü ìû íåÿâíî èñïîëüçîâàëè óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà:

(∂x + i∂y)θ(x+ iy, i) = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî s+ ωt:

D =
1

2

(
∂s +

∂t
ω

)
.

Èç (2.6) ñëåäóåò, ÷òî

∂xθ(s+ ωt, ω) =
1

4πi
(D2θ)(s+ ωt, ω) + t(Dθ)(s+ ωt, ω). (3.30)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.30) â (3.29) è ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî

(Dθ)(s+ ωt+ α, ω) = ∂αθ(s+ ωt+ α, ω),

ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ θ(s∗ + ωt∗ + α, ω), êàê ôóíêöèÿ îò α,

óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

d

2
· ∂ω(x∗)

∂x

(
1

4πi
θ′′ + t∗θ′

)
+ cθ′ − Cθ = 0.

Âûïèñàâ îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ, ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

ýòî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷íîñòè òýòà-ôóíêöèè

(2.3)-(2.4) è ñëåäîâàòåëüíî c = d = C = 0. Èç (3.21) ñëåäóåò, ÷òî a = 0.

Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íàáîð ïîñòîÿííûõ a, b, c, d òðèâèàëåí è ìàòðèöà J̃

èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã. Òàê êàê òî÷êà u∗ áûëà âûáðàíà ïðîèçâîëüíîé,

òî ðàíã ϕk âñþäó ðàâåí 4. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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3.4 Âëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì

îòîáðàæåíèåì

Äëÿ âñåõ {A,B} ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿM ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì

ìíîãîîáðàçèåì, ãäå ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ìîæåò áûòü ê ïðèìåðó

çàäàíà ñëåäóþùåé 2-ôîðìîé: ωM = dx ∧ dy + ds ∧ dt. Â ýòîì ðàçäåëå

ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 4. 1. Åñëè îòîáðàæåíèå ϕk ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, òî îíî

èíäóöèðóåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà ìíîãîîáðàçèè M .

2. Èíäóöèðîâàííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà êîãîìîëîãè÷íà k · ωM .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îïðåäåëåíèè îòîáðàæåíèÿ ϕk âûáåðåì â

êà÷åñòâå áàçèñíûõ òýòà-ôóíêöèé èç Lk ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

θpk(s+ ωt, ω) · θqk(x+ iy, i); p, q = 1, . . . , k.

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕk ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèÿ

Ñåãðå σk : CPk−1 × CPk−1 → CPk2−1, êîòîðîå çàäàåòñÿ â îäíîðîäíûõ

êîîðäèíàòàõ ôîðìóëîé

σk
(
[z1 : . . . : zk], [w1 : . . . : wk]

)
= [z1w1 : z1w2 : . . . : zkwk−1 : zkwk]

è îòîáðàæåíèÿ ψk : M → CPk−1 × CPk−1, ψk = (ψ′k, ψ
′′
k). Ãäå

ψ′k(x, s, t) = [θ1
k(s+ ωt, ω) : . . . : θkk(s+ ωt, ω)],

ψ′′k(x, y) = [θ1
k(x+ iy, i) : . . . : θkk(x+ iy, i)].

Èòàê, ϕk = σk ◦ ψk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω′ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó

(àññîöèèðîâàííóþ ñ ìåòðèêîé Ôóáèíè�Øòóäè) íà ïåðâîì ñîìíîæèòåëå
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CPk × CPk, ÷åðåç Ω′′ íà âòîðîì. Òîãäà Ω′ + Ω′′ ÿâëÿåòñÿ

ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé íà ïðîèçâåäåíèè. Òàê êàê îòîáðàæåíèå Ñåãðå

ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì âëîæåíèåì, òî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

èíäóöèðîâàííàÿ ôîðìà ψ∗k(Ω
′ + Ω′′) ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé.

Íàïîìíèì, ÷òî â �3.2 ìû âû÷èñëèëè îáðàçóþùèå àëãåáðû

ëåâîèíâàðèàíòíûõ ôîðì: dx, dy, ω1, ω2:ω1

ω2

 = A−xB−y

ds
dt

 .

Çàìåòèì, ÷òî

ω1 ∧ ω2 = ds ∧ dt,

òàê êàê A,B ∈ SL(2,Z).

Îòîáðàæåíèå ψ′′k ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì âëîæåíèåì êîìïëåêñíîãî

òîðà â CPk èç êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ëåôøåöà, è çíà÷èò

(ψ′′k)∗(x, y)(Ω′′) = µ · dx ∧ dy,

ãäå µ 6= 0 âñþäó íà M . Ïóñòü

(ψ′k)
∗(x, s, t)(Ω′) = f · ω1 ∧ dx+ g · ω2 ∧ dx+ h · ds ∧ dt.

Çäåñü f, g, h � íåêîòîðûå ôóíêöèè íà M . Ýòî îáùèé âèä 2-ôîðìû,

èíäóöèðîâàííîé îòîáðàæåíèåì ψ′k, çàâèñÿùèì îò x, s, t.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî x îòîáðàæåíèå ψ′k òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì âëîæåíèåì è ñëåäîâàòåëüíî

(ψ′k)
∗
(Ω′) = ν · ds ∧ dt,
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ãäå ν 6= 0 âñþäó íà M . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî h ≡ ν. Ñîáèðàÿ âñå âìåñòå

ïîëó÷èì:

(ψ∗k(Ω
′ + Ω′′))

2
=
(
(ψ′k)

∗
(Ω′) + (ψ′′k)

∗
(Ω′′)

)2
=

= (f · ω1 ∧ dx+ g · ω2 ∧ dx+ ν · ds ∧ dt+ µ · dx ∧ dy)2 .

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè ïîëó÷èì:

(ψ∗k(Ω
′ + Ω′′))

2
= 2µν · dx ∧ dy ∧ ds ∧ dt.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè

èíäóöèðîâàííîé ôîðìû. Çàìêíóòîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

äèôôåðåíöèàë êîììóòèðóåò ñ ψ∗k. Ñëåäîâàòåëüíî, ψ
∗
k(Ω

′ + Ω′′) ÿâëÿåòñÿ

ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé. Ìû äîêàçàëè ïåðâûé ïóíêò óòâåðæäåíèÿ

òåîðåìû.

Äîêàæåì âòîðîé ïóíêò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L � ðàññëîåíèå, çàäàííîå

ìóëüòèïëèêàòîðàìè (3.8)-(3.12). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå âëîæåíèÿ ìû

îòìå÷àëè, ÷òî òýòà-ôóíêöèè ñòåïåíè k ÿâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿìè L⊗k.

Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, â �2.4 íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

c1(L) = [dx ∧ dy + ds ∧ dt].

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðèåé êîãîìîëîãèé ×åõà äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü

c1(L). Ââåäåì ïîêðûòèå R4 ìíîæåñòâàìè

Uλ = λ · U0, λ ∈ Γ.

Äëÿ ýòîãî ðàçíåñåì ñäâèãàìè èç ðåøåòêè Γ ìíîæåñòâî

U0 = {|uk| < 3/4}.
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Çàìåòèì, ÷òî äàííîå ïîêðûòèå ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì � âñå íåïóñòûå

êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ äèôôåîìîðôíû R4. Ïîýòîìó êîãîìîëîãèè íåðâà

ýòîãî ïîêðûòèÿ èçîìîðôíû êîãîìîëîãèÿì âñåãî ïðîñòðàíñòâà M .

Ôóíêöèè ïåðåõîäà gλµ : Uλ ∩ Uµ → C∗ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç

ìóëüòèïëèêàòîðû

gλµ(u) = eλ(u) · eµ−1(µ · u); λ, µ ∈ Γ. (3.31)

Íåðâ N(U) ìèíèìàëüíîãî ïîäïîêðûòèÿ ïîñòðîåííîãî âûøå ïîêðûòèÿ Uλ

ãîìåîìîðôåí M , è åãî êîãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z ñîâïàäàþò ñ

H∗(M ; Z). Êîöèêë zλµν ∈ C2(U ; Z)

zλµν =
1

2πi
(log(gλµ) + log(gµν)− log(gνλ)) (3.32)

ïî îïðåäåëåíèþ ðåàëèçóåò ïåðâûé êëàññ ×æýíÿ ðàññëîåíèÿ L. Äàííàÿ

ôîðìóëà çàäàåò çíà÷åíèå z íà äâóìåðíîì ñèìïëåêñå (λ, µ, ν) ∈ N(U).

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî

1) H2(M ; R) ∼= R4, åñëè M ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Êîäàèðû-

Òåðñòîíà:

A =

1 λ

0 1

 , B = E,

è îáðàçóþùèå H2(M ; R) ìîãóò áûòü âûáðàíû â âèäå [dx ∧ dy], [ds ∧ dt],

[dy ∧ dt], [(ds− λxdt) ∧ dx];

2) âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ H2(M ; R) ∼= R2, è îáðàçóþùèìè

ÿâëÿþòñÿ [dx ∧ dy], [ds ∧ dt].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ ìíîãîîáðàçèé M , òîðû Tab, Tcd,

îáðàçîâàííûå êîììóòèðóþùèìè ñäâèãàìè èç Γ (3.1)-(3.5), ÿâëÿþòñÿ
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öèêëàìè äâîéñòâåííûìè ê [dx ∧ dy], [ds ∧ dt]. Â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèÿ

Êîäàèðû-Òåðñòîíà ìû ïîëó÷àåì åùå äâà öèêëà: Tbd, Tac.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè fλ(u) ïî ôîðìóëå

eλ(u) = e2πifλ(u). (3.33)

Ñîãëàñíî (3.31)�(3.33)

c1([Tλµ]) = fµ(u) + fλ(µ · u)− fλ(u)− fµ(λ · u).

Âû÷èñëÿÿ ïåðâûé êëàññ ×æýíÿ íà Tab, Tcd, ïîëó÷èì:

c1([Tab]) = c1([Tcd]) = 1; (3.34)

Â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèÿ Êîäàèðû�Òåðñòîíà:

c1([Tbd]) = c1([Tac]) = 0. (3.35)

Òàê êàê ìíîãîîáðàçèå M ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì

âåùåñòâåííîé ãðóïïû Ëè, òî ëþáîé ýëåìåíò èç H2(M ; R) ðåàëèçóåòñÿ

ëåâîèíâàðèàíòíûìè ôîðìàìè äâîéñòâåííûìè ê áàçèñíûì 2-öèêëàì. Èç

(3.34)-(3.35) ñëåäóåò, ÷òî c1(L) = [dx ∧ dy + ds ∧ dt]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.5 Ñâÿçü ñ äðóãèìè îáîáùåíèÿìè òýòà-

ôóíêöèé

Àíàëîãè òýòà-ôóíêöèè íà íèëüìíîãîîáðàçèÿõ óæå îïðåäåëÿëèñü ðàíåå

[14, 15]. Äàííûå îáîáùåíèÿ èñõîäÿò èç òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé.

Ðàññìîòðèì äàííûé ïîäõîä è ïîêàæåì, ÷òî ïñåâäîïåðèîäè÷åñêèå
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ôóíêöèè, ââåäåííûå â ðàáîòå [15], ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ

îêàçûâàþòñÿ òýòà-ôóíêöèÿìè íà ìíîãîîáðàçèè Êîäàèðû�Òåðñòîíà,

ââåäåííûìè â äàííîé ãëàâå, Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì êàê â ðàìêàõ äàííîãî

ïîäõîäà îïðåäåëÿåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ òýòà-ôóíêöèÿ.

Íàïîìíèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé èç ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Äåéñòâèå ãðóïïû Ëè G íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M,ω)

íàçûâàåòñÿ ñëàáî ãàìèëüòîíîâûì, åñëè êàæäàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ

ïîäãðóïïà èíôèíèòåçèìàëüíî ïîðîæäåíà ñèìïëåêòè÷åñêèì ãðàäèåíòîì

íåêîòîðîãî ãàìèëüòîíèàíà, òî åñòü äëÿ ëþáîãî ξ ∈ g, ãäå g àëãåáðà Ëè

ãðóïïû G, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ φξ : M → R òàêàÿ, ÷òî

dφξ = ω(Xξ, ·),

ãäå Xξ � ýòî èíôèíèòåçèìàëüíîå äåéñòâèå ξ íà M . Äåéñòâèå

íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, åñëè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ξ → φξ ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Ëè:

{φξ, φη} = φ[ξ,η].

Ðàññìîòðèì ãðóïïó R2 ñ êîîðäèíàòàìè (x, y), îñíàùåííóþ

ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé dx ∧ dy. R2 äåéñòâóåò íà ñåáÿ ñäâèãàìè,

èíôèíèòåçèìàëüíî ïîðîæäåííûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè ∂x, ∂y. Äëÿ òîãî,

÷òîáû äàííîå äåéñòâèå ñòàëî ãàìèëüòîíîâûì, âîçüìåì öåíòðàëüíîå

ðàñøèðåíèå R2, ñ îäíîé íåòðèâèàëüíîé ñêîáêîé [∂x, ∂y] = Z è

ãàìèëüòîíèàíîì φZ ≡ 1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî Z äåéñòâóåò òðèâèàëüíûì

îáðàçîì íà R2, íî ïîëó÷åííàÿ ãðóïïà äåéñòâóåò ãàìèëüòîíîâûì îáðàçîì.

Íîâàÿ ãðóïïà � ýòî õîðîøî èçâåñòíàÿ ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà.
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Ãðóïïó Ãåéçåíáåðãà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìíîæåñòâî {a ∈ R3} ñ

ãðóïïîâûì çàêîíîì

a · b = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3 − a2b1).

Ïóñòü Γ � ýòî ïîäãðóïïà ýëåìåíòîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè.

Òîãäà Q = Γ\Heis(3) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì. Öåíòð

ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà {(0, 0, z)} ⊂ Heis(3) äåéñòâóåò ñïðàâà êàê S1

íà Q. Ýòî äåéñòâèå äàåò Q ñòðóêòóðó ãëàâíîãî S1-ðàññëîåíèÿ íàä

T 2, ÷åé ïåðâûé êëàññ ×æýíÿ ïîðîæäàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé.

S1 äåéñòâóåò íà C óìíîæåíèÿìè è ïîðîæäàåò ýðìèòîâî ëèíåéíîå

ðàññëîåíèå L → T 2, àññîöèèðîâàííîå ñ Q. Äàííîå ðàññëîåíèå îáëàäàåò

åäèíñòâåííûì (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè) ãîëîìîðôíûì ñå÷åíèåì.

Ðàññëîåíèå L ìîæíî ïîäíÿòü íà R2, óíèâåðñàëüíóþ íàêðûâàþùóþ

T 2. Êëàññè÷åñêàÿ òýòà-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñå÷åíèåì

L, ïðåäñòàâëåííîå â âèäå ñå÷åíèÿ ïîëó÷àþùåãîñÿ òðèâèàëüíîãî

ðàññëîåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî òýòà-ôóíêöèè, ââåäåííûå â ðàáîòå [14], ÿâëÿþòñÿ

ôóíêöèÿìè íà Q. Àóñëàíäåð ñòàâèë ñâîåé öåëüþ ïîñòðîåíèå áàçèñà

L2(Q). Î÷åâèäíî òýòà-ôóíêöèè Àóñëàíäåðà ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò

îïðåäåëÿåìûõ â äàííîé ðàáîòå.

Ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà äåéñòâóåò íà Q òðàíçèòèâíî ñïðàâà, è ýòî

äåéñòâèå èíäóöèðóåò óíèòàðíîå (ïî îòíîøåíèþ ê ëåáåãîâîé ìåðå)

äåéñòâèå íà L2(Q)

[ρ(g)f ](x) = f(x · g),

èçâåñòíîå êàê ïðàâîå (êâàçè-) ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî

L2(Q) ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó íåïðèâîäèìûõ óíèòàðíûõ
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ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà, èçâåñòíûõ ïî ðàáîòå Êèðèëëîâà

[20]. Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî çíàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ R\{0}

ñóùåñòâóåò óíèòàðíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå πλ ãðóïïû Heis(3)

íà Vλ ' L2(R, dx) çàäàííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì

[πλ((a, b, c))f ](x) = e2πiλ(c+bx)f(x+ a)

Òîãäà

L2(Q) =
⊕
k∈Z

|k|Vk ⊕ V0,

ãäå V0 ' L2(T 2), è êàæäîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü

ðàçëîæåíî â ñóììó |k| êîïèé íåïðèâîäèìîãî ïðîñòðàíñòâà Vk.

Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà L2(R, dx) è L2(Q) ñâÿçàííûå

ñëåäóþùèì Θ-îòîáðàæåíèåì Âåéëÿ�Áðåçèíà [21],[22]. Ïóñòü x, y, φ �

êîîðäèíàòû íà Q, èíäóöèðîâàííûå êîîðäèíàòàìè a1, a2, a3 íà Heis(3).

Äëÿ êàæäîãî k ∈ Z\{0} îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Θk : L2(R, dx)→ L2(Q)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(Θkf)(Γ(x, y, φ)) = e−2πikφ
∑
m∈Z

f(y +m)e2πimx.

Îòîáðàæåíèÿ Θk óíèòàðíû è ñîâìåñòíû ñ äåéñòâèåì ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè ϑkf : R2 → C ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(ϑkf)(x, y) =
∑
m∈Z

f(y +m)e2πikmx.

Çàìåòèì, ÷òî ñå÷åíèÿ L⊗k ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ôóíêöèÿìè f : Q→ C

òàêèìè, ÷òî

f((0, 0, c) · (x, y, φ)) = e−2πikcf((x, y, φ)).
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Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèè Θkf ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû ñ ñå÷åíèÿìè

L⊗k → T 2. Äàííûå ñå÷åíèÿ èíäóöèðóþò ñå÷åíèÿ òðèâèàëüíîãî

ðàññëîåíèÿ íàä óíèâåðñàëüíûì íàêðûòèåì T 2. Ïîñëå âûáîðà

ñîîòâåòñòâóþùåé òðèâèàëèçàöèè è îòîæäåñòâëåíèÿ ñå÷åíèé ñ

ôóíêöèÿìè íà R2, ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèè ϑkf .

Êëàññè÷åñêàÿ òýòà-ôóíêöèÿ θ(z), ñ òî÷íîñòüþ äî äîìíîæåíèÿ íà

ýêñïîíåíòó, ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ãàóññîâà ïðîèçâåäåíèÿ ïîä äåéñòâèåì

îòîáðàæåíèÿ Âåéëÿ�Áðåçèíà ïðè k = 1:

[ϑ1(e−πt
2

)](x, y) = θ(x+ iy)× e−πy2 .

Äàííûé ôàêò ñâÿçàí ñ óñòðîéñòâîì ÿäðà ëàïëàñèàíà Õîäæà íà L,

ïîðîæäåííîãî òýòà-ôóíêöèåé, è íà V1 ' L2(R), ïîðîæäåííîãî ãàóññîâûì

ïðîèçâåäåíèåì.

Â ðàáîòå [15] äàííûé ïîäõîä îáîáùàåòñÿ äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ Êîäàèðû�

Òåðñòîíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü G = Heis(3)×R, Γ0 = Γ×Z. Òîãäà

ìíîãîîáðàçèå Êîäàèðû�Òåðñòîíà M = Γ0\G. Òàê êàê íà ìíîãîîáðàçèè

M ñóùåñòâóåò öåëî÷èñëåííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ω, òî ñóùåñòâóåò

ýðìèòîâî ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L → M òàêîå, ÷òî åãî ôîðìîé êðèâèçíû

ÿâëÿåòñÿ ω.

Äàëåå àâòîðàìè ââîäèòñÿ àíàëîã ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà äëÿ òîðà �

öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå

1→ R→ G̃→ G→ 1

òàêîå, ÷òî G̃ äåéñòâóåò íà M ãàìèëüòîíîâûì îáðàçîì. Ýòî äåéñòâèå

ïîäíèìàåòñÿ íà ðàññëîåíèå L è èíäóöèðóåò ïðàâîå (êâàçè-) ðåãóëÿðíîå
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ïðåäñòàâëåíèå ρ ãðóïïû G̃ íà L2(M,L), çàäàííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(ρ(g̃)s)(m) = g̃−1s(m · g̃).

Äàííîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì ïî îòíîøåíèþ ê ìåðå

Ëèóâèëëÿ íàM è ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó óíèòàðíûõ íåïðèâîäèìûõ

ïðåäñòàâëåíèé πk : G̃→ End(Vk) êàê

L2(M,L⊗k) = 4k2Vk.

Äëÿ ëþáîãî k ∈ Z>0 îïðåäåëÿåòñÿ ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé{
Θm,n
k : L2(R2)→ L2(M,L⊗k), m, n = 0, 1, . . . , 2k − 1

}
òàê, ÷òîáû

L2(M,L⊗k) '
2k−1⊕
m,n=0

Θm,n
k (L2(R2))

áûëî îðòîãîíàëüíûì ðàçëîæåíèåì L2(M,L⊗k) â ñóììó íåïðèâîäèìûõ G̃-

ïðîñòðàíñòâ. Îòîæäåñòâëÿÿ ñå÷åíèÿ L⊗k ñ ôóíêöèÿìè íà óíèâåðñàëüíîé

íàêðûâàþùåé, ïîëó÷àåì äëÿ ëþáîé ôóíêöèè, èíòåãðèðóåìîé ñ

êâàäðàòîì, f : R2 → C è äëÿ ëþáûõ m,n = 0, 1, . . . , 2k − 1 ôóíêöèè

ϑm,nk f : R4 → C çàäàííûå ôîðìóëîé

(ϑm,nk f)(x, y, z, t) =

e−2πi[my−n(z+xy)]−4πikzx
∑
a,b∈Z

e2πinya−4πik(by−za−y(x+a)2/2)f(x+ a, t+ b).

Äàííûå ôóíêöèè èìåþò ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ïñåâäîïåðèîäè÷íîñòè:

(ϑm,nk f)(x+ 1, y, z, t) = (ϑm,nk f)(x, y, z, t),

(ϑm,nk f)(x, y + 1, z − x, t) = e−2πikx2

(ϑm,nk f)(x, y, z, t),

(ϑm,nk f)(x, y, z + 1, t) = e4πikx(ϑm,nk f)(x, y, z, t),

(ϑm,nk f)(x, y, z, t+ 1) = e4πiky(ϑm,nk f)(x, y, z, t).
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Íà ýòîì ìû çàêàí÷èâàåì èçëîæåíèå ðàáîòû Êèðâèíà è Óðèáå.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå f : R2 → C ôóíêöèÿ

ϑm,nk f îêàçûâàåòñÿ ñ îïðåäåëåííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè òýòà-ôóíêöèåé íà

ìíîãîîáðàçèè Êîäàèðû�Òåðñòîíà, îïðåäåëåííîé â äàííîé ãëàâå.

Ïóñòü k = 1, m = 0, n = 0, f = g(t) · h(x):

g(t) = e−2πt2 , h(x) = e−2πx2

.

Òîãäà

(ϑm,nk f)(x, y, z, t) =

e−4πizx−2πt2−2πx2 · θ(2(z + (y + i)x), 2(y + i)) · θ(2(−y + it), 2i), (3.36)

ãäå θ(z, τ) � êëàññè÷åñêàÿ òýòà-ôóíêöèÿ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè [0, 0].

Íàïîìíèì, ÷òî îïðåäåëåííàÿ íàìè â òðåòüåé ãëàâå òýòà-ôóíêöèÿ íà

ìíîãîîáðàçèè Êîäàèðû�Òåðñòîíà (3.6) èìååò ñëåäóþùèé âèä

θ[
1

2
,
1

2
](s+ ωt, ω) · θ[1

2
,
1

2
](x+ iy, i), ω = −kx+ i, k ∈ Z\{0},

ãäå θ[a, b](z, τ) � ýòî êëàññè÷åñêàÿ òýòà-ôóíêöèÿ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè

[a, b]. Ìû âûáðàëè íåñêîëüêî èíóþ òýòà-ôóíêöèþ çà åå èíâàðèàíòíîñòü

îòíîñèòåëüíî ìîäóëÿðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Êèðâèí è Óðèáå âèäèìî ñ

òîé æå öåëüþ äîìíîæèëè àðãóìåíò è ïåðèîä íà äâà. Åñëè ñäåëàòü çàìåíó

ïåðåìåííûõ

x′ = t, y′ = −x, z′ = s, t′ = y, k = 1,

òî ôóíêöèÿ

θ[
1

2
,
1

2
](s+ ωt, ω) · θ[1

2
,
1

2
](x+ iy, i), ω = −kx+ i
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ïåðåõîäèò â

θ[
1

2
,
1

2
](z′ + (y′ + i)x′, y′ + i) · θ[1

2
,
1

2
](−y′ + it′, i),

êîòîðàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà íà õàðàêòåðèñòèêè è äîìíîæåíèÿ íà

ýêñïîíåíòó ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé (3.36).
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