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Ââåäåíèå

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ âåðõíèå îöåíêè íà ÷èñëà Áåòòè ðà-
öèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è ïðè èõ ïîìîùè äàåòñÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ ïÿòèìåðíûõ äâîéíûõ ÷àñòíûõ ãðóïï Ëè.

Ðàöèîíàëüíàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ âîçíèêëà â 1960-õ ãã., êîãäà
Ñóëëèâàí [7] ïîñòðîèë äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèè ëîêàëèçàöèè ìî-
äóëåé â ïðèìåíåíèè ê ãîìîòîïè÷åñêèì è ãîìîëîãè÷åñêèì ãðóïïàì òî-
ïîëîãè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ êàæäîãî îäíîñâÿçíî-
ãî (áîëåå îáùî, íèëüïîòåíòíîãî) ïðîñòðàíñòâà X ñóùåñòâóåò îïðåäå-
ëåííîå îäíîçíà÷íî c òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè
ïðîñòðàíñòâî XQ, íàçûâàåìîå åãî ëîêàëèçàöèåé, òàêîå, ÷òî π∗(XQ) =

π(X)⊗Q, H∗(XQ) = H∗(X;Q). Ïðîñòðàíñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ ðà-
öèîíàëüíî-ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ ëîêàëèçàöèè XQ

è YQ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âñÿêîìó
íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ f òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñîîòâåò-
ñòâóåò îòîáðàæåíèå fQ ëîêàëèçàöèé ýòèõ ïðîñòðàíñòâ, è äâà îòîáðàæå-
íèÿ f è g íàçûâàþòñÿ ðàöèîíàëüíî ãîìîòîïíûìè, åñëè ãîìîòîïíû fQ

è gQ. Ðàöèîíàëüíàÿ ãîìîòîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ åñòü, òàêèì îáðàçîì, èçó-
÷åíèå òåõ ñâîéñòâ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è èõ îòîáðàæåíèé, êî-
òîðûå çàâèñÿò òîëüêî îò êëàññà ðàöèîíàëüíî-ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ïðîñòðàíñòâà è ðàöèîíàëüíî-ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà îòîá-
ðàæåíèÿ.

Ðàöèîíàëüíàÿ òåîðèÿ ãîìîòîïèé æåðòâóåò èíôîðìàöèåé î êðó÷å-
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íèè â ïîëüçó âû÷èñëèìîñòè. Òàê, íàïðèìåð, ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû
ñôåð πk(S

n) ïîëíîñòüþ íå èçâåñòíû, íî èçâåñòíî, ÷òî îíè íåòðèâèàëü-
íû äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ k, â òî âðåìÿ êàê ðàöèîíàëüíûå ãîìîòîïè÷å-
ñêèå ãðóïïû πk(S

n)⊗Q èçâåñòíû è òðèâèàëüíû âî âñåõ ðàçìåðíîñòÿõ,
êðîìå ðàçìåðíîñòè n è, â ñëó÷àå ÷åòíîãî n, ðàçìåðíîñòè 2n− 1.

Êâèëëåí [28] ïîêàçàë, ÷òî òåîðèÿ ðàöèîíàëüíîãî ãîìîòîïè÷åñêîãî
òèïà ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ àëãåáðàèçîâàíà. Îí ïðåäëîæèë âàðèàíò
òàêîé àëãåáðàèçàöèè, ïîñòðîèâ ôóíêòîð èç êàòåãîðèè ðàöèîíàëüíî-
ãîìîòîïè÷åñêèõ òèïîâ ïðîñòðàíñòâ â êàòåãîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ
ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð Ëè, è äîêàçàâ, ÷òî ýòîò ôóíêòîð óñòàíàâëè-
âàåò ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé.

Äðóãèì, áîëåå èçâåñòíûì, âàðèàíòîì àëãåáðàèçàöèè ÿâëÿåòñÿ òåî-
ðèÿ ìèíèìàëüíîé ìîäåëè Ñóëëèâàíà ([17], [30], [3], [24], [22]). Ïðî-
ñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, åñëè ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóï-
ïà π1(X) íèëüïîòåíòíà, è åå åñòåñòâåííîå äåéñòâèå íà ñòàðøèõ ãîìî-
òîïè÷åñêèõ ãðóïïàõ πn(X) íèëüïîòåíòíî. Êàæäîìó íèëüïîòåíòíîìó
CW-êîìïëåêñó X ñ ãîìîëîãèÿìè êîíå÷íîãî òèïà â òåîðèè Ñóëëèâà-
íà ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíî ïîðîæäåííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóè-
ðîâàííàÿ àëãåáðà MX íàä Q ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàëüíîé ìîäåëüþ X. Ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðî-
ñòðàíñòâó îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Êîãîìîëîãèè àë-
ãåáðû MX ñîâïàäàþò ñ ñèíãóëÿðíûìè êîãîìîëîãèÿìè ïðîñòðàíñòâà
X ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, à îáðàçóþùèå â îäíîñâÿçíîì
ñëó÷àå äâîéñòâåííû îáðàçóþùèì â ïðîñòðàíñòâå π∗(X) ⊗ Q. Óñëî-
âèå ìèíèìàëüíîñòè ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òàê íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàðíûõ ðàñøèðåíèé àëãåáð

Q = M(0) ⊂M(1) ⊂ . . . ,
⋃

i>0

M(i) = MX .

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â òî÷íîñòè äâîéñòâåííà ðàöèîíàëüíîé áàøíå
Ïîñòíèêîâà ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü MX

4



ñîäåðæèò â ñåáå âñþ ðàöèîíàëüíî-ãîìîòîïè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ î ïðî-
ñòðàíñòâå X , â ÷àñòíîñòè, äâà ïðîñòðàíñòâà èìåþò èçîìîðôíûå ìèíè-
ìàëüíûå ìîäåëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ðàöèîíàëüíî-ãîìîòî-
ïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Èìååòñÿ îáðàòíûé ôóíêòîð ðåàëèçàöèè, êî-
òîðûé ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ìèíèìàëüíîé àëãåáðå ñ ãîìî-
ëîãèÿìè êîíå÷íîãî òèïà CW-êîìïëåêñ, èìåþùèé åå ñâîåé ìèíèìàëü-
íîé ìîäåëüþ. Ïîýòîìó ôóíêòîð ìèíèìàëüíîé ìîäåëè Ñóëëèâàíà îïðå-
äåëÿåò ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèè ðàöèîíàëüíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ òè-
ïîâ íèëüïîòåíòíûõ CW-êîìïëåêñîâ êîíå÷íîãî òèïà è êàòåãîðèè ìèíè-
ìàëüíûõ àëãåáð íàä Q ñ êîãîìîëîãèÿìè êîíå÷íîãî òèïà. Ïðè ýòîì ãî-
ìîòîïè÷åñêèì êëàññàì íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ñîîòâåòñòâóþò ä.ã.-
ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû ãîìîìîðôèçìîâ ìèíèìàëüíûõ àëãåáð.

Âàæíûì ñïåöèàëüíûì êëàññîì ïðîñòðàíñòâ â ðàöèîíàëüíîé ãîìî-
òîïè÷åñêîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ êëàññ ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Ïîíÿòèå ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïîÿâè-
ëîñü â êîíöå 1970-õ ãã. â ðàáîòàõ Ñóëëèâàíà [30] è Ãàëüïåðèíà [21].
Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè ïîë-
íûå ðàçìåðíîñòè åãî ðàöèîíàëüíûõ ãîìîòîïèé è êîãîìîëîãèé êîíå÷-
íû: dim π∗(X) ⊗ Q < ∞, dim H∗(X;Q) < ∞. Ýòî óñëîâèå âëå÷åò ïî-
ëèíîìèàëüíûé ïî n ðîñò âåëè÷èí

dn =
n∑

k=0

dim Hk(ΩX;Q).

Åñëè èìååò ìåñòî ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò âåëè÷èí

pn =
n∑

k=0

dim πk(X)⊗Q,

òî ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèì. Ãàëü-
ïåðèí, Ôåëèñ è Òîìà äîêàçàëè [16], ÷òî âñÿêèé êîíå÷íûé îäíîñâÿçíûé
CW-êîìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêèì, ëèáî ðàöè-
îíàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèì.
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Óñëîâèå ðàöèîíàëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè íàêëàäûâàåò ñèëüíûå îãðà-
íè÷åíèÿ íà òîïîëîãèþ ïðîñòðàíñòâà. Ñëó÷àé ðàöèîíàëüíîé ãèïåðáî-
ëè÷íîñòè ¾áîëåå îáùèé¿: ê ïðèìåðó, ñâÿçíàÿ ñóììà äîñòàòî÷íî áîëü-
øîãî ÷èñëà ýêçåìïëÿðîâ ëþáîãî çàìêíóòîãî îäíîñâÿçíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ðàöèîíàëüíî-ãîìîëîãè÷åñêîé ñôåðîé, ðàöèîíàëü-
íî ãèïåðáîëè÷íà. Òåì íå ìåíåå êëàññ ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ äîñòàòî÷íî áîãàò. Òàê, âñÿêîå îäíîñâÿçíîå îäíîðîäíîå ïðî-
ñòðàíñòâî G/H êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè G ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷íî.
Ïàòåðíàéí äîêàçàë ([26]), ÷òî îäíîñâÿçíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå cî
âïîëíå èíòåðãðèðóåìûì ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì, èìåþùèì ïåðèîäè-
÷åñêèå èíòåãðàëû, ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷íî. Øèðîêî èçâåñòíà ïðè-
ïèñûâàåìàÿ Áîòòó ãèïîòåçà î òîì, ÷òî âñå êîìïàêòíûå îäíîñâÿçíûå
ìíîãîîáðàçèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû ðàöèîíàëüíî ýë-
ëèïòè÷íû.

Ãàëüïåðèí è Ôðèäëàíäåð óñòàíîâèëè [19], ÷òî ðàöèîíàëüíàÿ ýëëèï-
òè÷íîñòü ïðîñòðàíñòâà ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîìó ÷èñòî àðèôìåòè÷å-
ñêîìó óñëîâèþ íà ñòåïåíè îáðàçóþùèõ åãî ìèíèìàëüíîé ìîäåëè. Ïðè
ýòîì èìè áûëà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà íà ñóììàðíóþ ðàçìåð-
íîñòü êîãîìîëîãèé ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X êî-
ãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè n:

n∑
i=0

dim H i(X;Q) 6 2n.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäëàãàåìîé äèññåðòàöèè ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëó÷åíèå íîâûõ îöåíîê íà êàæäîå èç ÷èñåë Áåòòè ðàöèîíàëüíî
ýëëèïòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. À èìåííî, â ïåðâîé ãëàâå ðàáîòû äîêàçà-
íà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè n è (2b1 − 1, . . . , 2bq − 1) è
(2a1, . . . , 2ar) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâåííî ÷åòíûõ è íå÷åò-
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íûõ ñòåïåíåé îáðàçóþùèõ áàçèñà, ïîðîæäàþùåãî åãî ìèíèìàëüíóþ
ìîäåëü. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

dim Hm(X;Q) 6
(

n

m

)
, (1)

dim Hm(X;Q) 6
∑

k+2l=m

(
q − r

k

)(
p

l

)
, (2)

ãäå p =
∑

bj −
∑

ai − (q − r).

Ñëåäñòâèå. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ïðîñòðàíñòâî X îäíîñâÿçíî,
òî

dim Hm(X;Q) 6 1

2

(
n

m

)

ïðè m 6= 0, n.

Îöåíêè (1) è (2) òî÷íû.
Ãèïîòåçà î òîì, ÷òî äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ èíòåãðèðóåìûì ãåîäåçè÷å-

ñêèì ïîòîêîì âåðíà îöåíêà (1) âíå ñâÿçè ñ ðàöèîíàëüíîé ýëëèïòè÷íî-
ñòüþ, áûëà âûäâèíóòà Òàéìàíîâûì â [8] (ñì. òàêæå [2]).

Êàê ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ îöåíîê, â ïðåäëîæåíèè 2 äàåòñÿ ñïè-
ñîê âñåõ âîçìîæíûõ íàáîðîâ ÷èñåë Áåòòè îäíîñâÿçíûõ ðàöèîíàëüíî
ýëëèïòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé â ðàçìåðíîñòÿõ 4, 5 è 6. Â ðàçìåðíîñòÿõ
4 è 5 äàåòñÿ ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðàöèîíàëüíî-ãîìîòîïè÷åñêèõ òè-
ïîâ.

Ñòðóêòóðà Ãëàâû 1 ñëåäóþùàÿ. Â ï. 1.1 äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð ðå-
çóëüòàòîâ òåîðèè ìèíèìàëüíîé ìîäåëè. Â ï. 1.2 ñôîðìóëèðîâàíû îñ-
íîâíûå ðåçóëüòàòû î ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â
ï. 1.3 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 1 îá îöåíêàõ ÷èñåë Áåòòè ðàöèîíàëüíî
ýëëèïòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Â ï. 1.4 äîêàçûâàåòñÿ ïðåäëîæåíèå 2, ãäå
ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñå âîçìîæíûå íàáîðû ÷èñåë Áåòòè çàìêíóòûõ îäíî-
ñâÿçíûõ ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòåé 4, 5
è 6, ïðè÷åì â ðàçìåðíîñòÿõ 4 è 5 ðåçóëüòàò äîâîäèòñÿ äî ïîëíîé êëàñ-
ñèôèêàöèè ðàöèîíàëüíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ òèïîâ.
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Â Ãëàâå 2 ïîëó÷åííûå îöåíêè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ êëàññèôèêàöèè
ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà îäíîñâÿçíûõ ïÿòèìåðíûõ äâîéíûõ
÷àñòíûõ ãðóïï Ëè.

Ïóñòü G � êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè, H � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû G×G. Îïðåäåëèì äâóñòîðîííåå äåéñòâèå ãðóïïû H íà G:

H 3 (h1, h2) : g 7→ h1gh−1
2 .

Ýòî äåéñòâèå èìååò íåïîäâèæíûå òî÷êè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íàéäåòñÿ ýëåìåíò (h1, h2) 6= (1, 1) ∈ H, òàêîé, ÷òî h1 = gh2g

−1 äëÿ
íåêîòîðîãî g ∈ G.

Åñëè äâóñòîðîííåå äåéñòâèå ñâîáîäíî, òî ïðîñòðàíñòâî îðáèò, êî-
òîðîå îáîçíà÷àåòñÿ G//H, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì è íàçû-
âàåòñÿ äâîéíûì ÷àñòíûì. Äâîéíûå ÷àñòíûå ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì
îáîáùåíèåì îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ (êîòîðûå îòâå÷àþò ñëó÷àþ H ⊂
1×G).

Äâóñòîðîííå èíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà íà G êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì
îïðåäåëÿåò ðèìàíîâó ìåòðèêó íà G//H. Îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåòðèêè
îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè π : G → M = G//H ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé ñóá-
ìåðñèåé, òî åñòü â êàæäîé òî÷êå x ∈ G äèôôåðåíöèàë dπx ÿâëÿåòñÿ
ñþðúåêöèåé, à åãî îãðàíè÷åíèå íà ãîðèçîíòàëüíîå êàñàòåëüíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Hx = (ker dπx)

⊥ � èçîìåòðèåé íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
Tπ(x)M â îáðàçå òî÷êè x. Èçâåñòíî [25], ÷òî ïðè ðèìàíîâîé ñóáìåðñèè
âåðíî ñîîòíîøåíèå

K(σ) > K(σ∗),

ãäå σ∗ ⊂ Hx � ãîðèçîíòàëüíàÿ äâóìåðíàÿ ïëîùàäêà, σ = dπx(σ
∗).

Ïîýòîìó íà âñÿêîì äâîéíîì ÷àñòíîì ñóùåñòâóåò ìåòðèêà íåîòðèöà-
òåëüíîé êðèâèçíû.

Âñå îäíîðîäíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïåðå÷èñëå-
íû Óîëëàõîì ([33], ÷åòíîìåðíûé ñëó÷àé) è Áåðàð-Áåðæåðè([11], íå÷åò-
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íîìåðíûé ñëó÷àé). Âñå èçâåñòíûå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îäíîñâÿçíûå
íåîäíîðîäíûå ïðèìåðû ìíîãîîáðàçèé ïîëîæèòåëüíîé ñåêöèîííîé êðè-
âèçíû ÿâëÿþòñÿ äâîéíûìè ÷àñòíûìè ([1], [14], [15]).

Âïåðâûå äâîéíûå ÷àñòíûå ïîÿâèëèñü â ðàáîòå Ãðîìîëà è Ìåéå-
ðà [20], ãäå ïîñòðîåíà ìåòðèêà íåîòðèöàòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèç-
íû íà îäíîé ýêçîòè÷åñêîé 7-ìåðíîé ñôåðå Ìèëíîðà. Íåäàâíî áûëî
ïîêàçàíî ([31], [23]), ÷òî ýòî åäèíñòâåííàÿ ýêçîòè÷åñêàÿ ñôåðà, ïîëó-
÷àþùàÿñÿ â âèäå äâîéíîãî ÷àñòíîãî.

Åñëè M = G//H � äâîéíîå ÷àñòíîå ãðóïïû Ëè G, òî åñòåñòâåí-
íàÿ ïðîåêöèÿ G → M ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì
ñî ñëîåì H, ïîýòîìó îäíîñâÿçíûå äâîéíûå ÷àñòíûå ÿâëÿþòñÿ ðàöèî-
íàëüíî ýëëèïòè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Â ðàçìåðíîñòè 4 âñÿêîå îäíîñâÿçíîå ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷íîå ìíî-
ãîîáðàçèå ãîìåîìîðôíî îäíîìó èç ïÿòè ìíîãîîáðàçèé S4, CP 2, S2×S2,
CP 2#CP 2, CP 2#CP 2 ([27]). Ïåðâûå òðè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ îäíîðîä-
íûìè ïðîñòðàíñòâàìè. ×èãåð [13] äîêàçàë, ÷òî ñâÿçíûå ñóììû äâóõ
ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ðàíãà 1 íåñóò ìåòðèêè íåîòðèöàòåëüíîé
êðèâèçíû. Â ÷àñòíîñòè, îí ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâèë CP n#CP n â âè-
äå äâîéíîãî ÷àñòíîãî. Òîòàðî ïîêàçàë â ðàáîòå [31], ÷òî è CP n#CP n

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê äâîéíîå ÷àòñíîå. Â ðàçìåðíîñòè 6 èì
æå áûëî ïîñòðîåíî áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî ãîìîòîïè÷åñêè íå
ýêâèâàëåíòíûõ äâîéíûõ ÷àñòíûõ ([32]).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì Ãëàâû 2 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò ÷åòûðå òèïà äèôôåîìîðôèçìà îäíîñâÿç-
íûõ ïÿòèìåðíûõ äâîéíûõ ÷àñòíûõ ãðóïï Ëè:

1) ñôåðà S5;
2) ïðîèçâåäåíèå ñôåð S2 × S3;
3) ìíîãîîáðàçèå Âó X−1 = SU(3)/SO(3);
4) ìíîãîîáðàçèå X∞.
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Ìíîãîîáðàçèÿ X−1 è X∞ ïîëó÷àþòñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ñêëåéêàõ äâóõ
ýêçåìïëÿðîâ íåòðèâèàëüíîãî òðåõìåðíîãî ðàññëîåíèÿ íàä S2 ïî îá-
ùåé ãðàíèöå CP 2#CP 2. Ìíîãîîáðàçèå Âó õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâè-
åì H2(X−1) = Z2, à X∞ � óñëîâèÿìè H∗(X∞) = H∗(S2 × S3) è
w2(X∞) 6= 0. Â ýòîì ñïèñêå òîëüêî X∞ íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì
ïðîñòðàíñòâîì.

Îïèøåì ñòðóêòóðó Ãëàâû 2. Â ï. 2.1 äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäëå-
íèÿ. Â ï. 2.1 ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ðåçóëüòàòû î äâîéíûõ ÷àñò-
íûõ. Â ï. 2.2 ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé îäíîñâÿçíûõ ïÿòèìåðíûõ äâîéíûõ
÷àñòíûõ, ðàöèîíàëüíî-ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ S5, à â ï. 2.3 �
S2 × S3.

Àâòîð áëàãîäàðèò íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ È.À. Òàéìàíîâà çà ïî-
ñòàíîâêó çàäà÷è è ïîëåçíûå ñîâåòû è ß.Â. Áàçàéêèíà çà ïîëåçíûå
îáñóæäåíèÿ.
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Ãëàâà 1
Îöåíêè ÷èñåë Áåòòè
ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ

1.1 Ìèíèìàëüíûå ìîäåëè

Ôóíêòîð ìèíèìàëüíîé ìîäåëè Ñóëëèâàíà óñòàíàâëèâàåò ýêâèâàëåíò-
íîñòü ìåæäó êàòåãîðèåé íèëüïîòåíòíûõ CW-êîìïëåêñîâ ñ ãîìîëîãè-
ÿìè êîíå÷íîãî òèïà è êàòåãîðèåé ìèíèìàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð íàä Q c êîãîìîëîãèÿìè êîíå÷íîãî òèïà. Â
ýòîì ïóíêòå ìû äàåì êðàòêîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ òåî-
ðèè ìèíèìàëüíîé ìîäåëè.

Äèôôåðåíöèàëüíîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé (ä.ã. àëãåáðîé) íàä ïî-
ëåì K íàçûâàåòñÿ ïàðà (A, d), ñîñòîÿùàÿ èç àññîöèàòèâíîé àëãåáðû A

íàä K è K-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ d : A → A, íàçûâàåìîãî äèôôåðåí-
öèàëîì, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) A =

⊕
p>0 Ap êàê K-ìîäóëü, ïðè÷åì Ap · Aq ⊂ Ap+q äëÿ âñåõ p, q;

2) d(Ap) ⊂ Ap+1 è d ◦ d = 0;
3) d(ab) = da · b + (−1)pa · db äëÿ ëþáûõ a ∈ Ap, b ∈ Aq.

Ýëåìåíòû èç Ap íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè ýëåìåíòàìè ñòåïåíè p. Ñòå-
ïåíü îäíîðîäíîãî ýëåìåíòà x îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |x| èëè deg x. Îáî-
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çíà÷èì ÷åðåç dp : Ap → Ap+1 ñóæåíèå d|Ap. Ãðóïïà Cp(A) = ker dp

íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé p-ìåðíûõ êîöèêëîâ, à ãðóïïà Bp(A) = im dp−1 íà-
çûâàåòñÿ ãðóïïîé p-ìåðíûõ êîãðàíèö àëãåáðû A. Òàê êàê d2 = 0, òî
Bp(A) ⊂ Cp(A). Ãðóïïà Hp(A) = Cp(A)/Bp(A) íàçûâàåòñÿ p-é ãðóï-
ïîé êîãîìîëîãèé ä.ã. àëãåáðû (A, d). Âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Hp(A)

êîíå÷íîìåðíî ïðè êàæäîì p.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óìíîæåíèå â àëãåáðå A îïðåäåëÿåò êîððåêòíî

îïðåäåëåííîå óìíîæåíèå â åå êîãîìîëîãèÿõ. Ä. ã. àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ
êîììóòàòèâíîé, åñëè

ab = (−1)pqba äëÿ ëþáûõ a ∈ Ap, b ∈ Aq.

Êîãîìîëîãèè âñÿêîé êîììóòàòèâíîé ä.ã. àëãåáðû (A, d) îáðàçóþò êîì-
ìóòàòèâíóþ ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó H∗(A) =

⊕
p>0 Hp(A). Çàìåòèì,

÷òî ñèíãóëÿðíûé êîöåïíîé êîìïëåêñ ñ êîýôôèöèåíòàìè â R òîïîëîãè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ãðàäóèðîâàííîé
àëãåáðîé, êîòîðàÿ, îäíàêî, ñòàíîâèòñÿ êîììóòàòèâíîé, âîîáùå ãîâîðÿ,
òîëüêî íà óðîâíå êîãîìîëîãèé.

Äèôôåðåíöèàë d â ìèíèìàëüíîé àëãåáðå (A, d) íàçûâàåòñÿ ðàçëî-
æèìûì, åñëè dx ∈ A+ · A+ äëÿ ëþáîãî x ∈ A, òî åñòü dx åñòü ñóììà
ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè. Ä. ã. àëãåáðà A íà-
çûâàåòñÿ ñâÿçíîé, åñëè A0 = K, c-ñâÿçíîé, åñëè H0(A) = K, è îäíî-
ñâÿçíîé, åñëè H1(A) = 0.

Äëÿ äàííîãî ãðàäóèðîâàííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V =
⊕
p>1

V p

îáîçíà÷èì ÷åðåç ΛV òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå Q[V even] ⊗ ∧(V odd) ïî-
ëèíîìèàëüíîé àëãåáðû Q[V even] íàä ÷åòíîìåðíûìè îáðàçóþùèìè è
âíåøíåé àëãåáðû ∧(V odd) íàä íå÷åòíîìåðíûìè îáðàçóþùèìè. Òàêàÿ
àëãåáðà ΛV íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé, ïîðîæäåí-
íîé ïðîñòðàíñòâîì V . Îíà êîììóòàòèâíà.

Ãîâîðÿò, ÷òî ä.ã. àëãåáðà (B, dB) ïîëó÷åíà èç ä.ã. àëãåáðû (A, dA)
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ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíîãî ðàñøèðåíèÿ â ðàçìåðíîñòè n > 0, åñëè

B = A⊗ ΛVn,

ãäå Vn � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñðåäîòî÷åííîå â
ðàçìåðíîñòè n, ïðè÷åì dB|A = dA è dB(Vn) ⊂ A. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
àëãåáðà A áûëà ñâîáîäíî ïîðîæäåíà, òî è B áóäåò ñâîáîäíî ïîðîæäå-
íà. Åñëè dA ðàçëîæèì, òî dB ðàçëîæèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ðàçëîæèì äèôôåðåíöèàë dB(v) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà v ∈ V .

Ä.ã. àëãåáðà M íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ïîäàëãåáð:

K = M0 ⊂M1 ⊂M2 ⊂ . . . ,
⋃

k>0

Mk = M,

ãäå êàæäîå âêëþ÷åíèå Mk ⊂ Mk+1 åñòü ýëåìåíòàðíîå ðàñøèðåíèå ñ
ðàçëîæèìûì äèôôåðåíöèàëîì. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óñëî-
âèþ:M = (ΛV, d), ïðè÷åì ïðîñòðàíñòâî V ãðàäóèðîâàíî ïîëîæèòåëü-
íûìè ñòåïåíÿìè, à åãî áàçèñ ìîæíî âûáðàòü âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì
ñîãëàñîâàííî ñî ñòåïåíüþ òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî áàçèñíîãî ýëåìåíòà v

äèôôåðåíöèàë dv ðàçëîæèì ïî ïðåäûäóùèì ýëåìåíòàì: dv ∈ ΛV<v,
ãäå V<v � ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà áàçèñíûå ýëåìåíòû w < v.

Îòîáðàæåíèå ä.ã. àëãåáð ϕ : (A, dA) → (B, dB) íàçûâàåòñÿ ãîìîìîð-
ôèçìîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð, ñîõðàíÿåò ãðàäó-
èðîâêó è ïåðåñòàíîâî÷íî ñ äèôôåðåíöèàëàìè: dBϕ = ϕdA. Ãîìîìîð-
ôèçì ä.ã. àëãåáð A → B èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì ϕ∗ : H∗(A) →
H∗(B) â êîãîìîëîãèÿõ. Ìèíèìàëüíàÿ àëãåáðà (ΛV, d) íàçûâàåòñÿ ìè-
íèìàëüíîé ìîäåëüþ ä.ã. àëãåáðû (A, dA), åñëè ñóùåñòâóåò ãîìîìîð-
ôèçì µ : ΛV → A, èíäóöèðóþùèé èçîìîðôèçì µ∗ : H∗(ΛV )

∼=−→
H∗(A) â êîãîìîëîãèÿõ.

Òåîðåìà (Ñóëëèâàí, [30], [17]). Âñÿêàÿ c-ñâÿçíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà èìååò ìèíèìàëüíóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ îïðå-
äåëåíà îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.
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Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ, îãðàíè÷èâøèñü äëÿ ïðî-
ñòîòû îäíîñâÿçíûì ñëó÷àåì.

Ïóñòü (A, d) � c-ñâÿçíàÿ àëãåáðà, òàêàÿ, ÷òî A1 = 0. Áóäåì îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç αp :Hp(A) → Cp(A) ñå÷åíèå ïðîåêöèè πp :Cp(A) → Hp(A)

êîöèêëîâ íà êîãîìîëîãèè:

Cp(A)
πp−→L99
αp

Hp(A),

òî åñòü αp � ãîìîìîðôèçì òàêîé, ÷òî πp ◦ αp = id.
Ïîëîæèì M1 = Q = H0(A), d1 = 0 è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ρ1 :

M1 → A êàê α0 : Q→ A. Î÷åâèäíî,M1 � îäíîñâÿçíàÿ ìèíèìàëüíàÿ
àëãåáðà, ρ1 � ãîìîìîðôèçì, êîòîðûé èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì â H0 è
H1. Çàìåòèì, ÷òî êîöåïåé ðàçìåðíîñòè äâà â M1 íåò, â ÷àñòíîñòè, ρ∗1
ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì â H2.

Ïðåäïîëîæèì ïî èíäóêöèè, ÷òî ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ðàñøèðåíèé ïîñòðîåíà ìèíèìàëüíàÿ àëãåáðàMn ñ äèôôå-
ðåíöèàëîì dn è îòîáðàæåíèå ρn : Mn → A, èíäóöèðóþùåå à â ðàç-
ìåðíîñòÿõ äî n âêëþ÷èòåëüíî èçîìîðôèçì, à â ðàçìåðíîñòè n + 1 �
ìîíîìîðôèçì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U = im [ρ∗n : Hn+1(Mn) → Hn+1(A)]. Ïîëîæèì

W = Hn+1(A)/U,

N = ker [ρ∗n : Hn+2(Mn) → Hn+2(A)].

Ïåðâîå ïðîñòðàíñòâî áóäåò ñîñòîÿòü èç çàìêíóòûõ ýëåìåíòîâ è îòâå-
÷àòü çà äîáàâëåíèå íåäîñòàþùèõ äî èçîìîðôèçìà êîãîìîëîãèé â ðàç-
ìåðíîñòè n + 1, âòîðîå � ñîñòîÿòü èç íåçàìêíóòûõ ýëåìåíòîâ, êîãðà-
íèöû êîòîðûõ áóäóò îòâå÷àòü çà óíè÷òîæåíèå âîçìîæíîãî ÿäðà îòîá-
ðàæåíèÿ êîãîìîëîãèé â ðàçìåðíîñòè n + 2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ, β, γ, ñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýïèìîðôèçìîâ
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âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ:

Cn+2(Mn)
πn+2−→L99

σ
Hn+2(Mn),

Hn+1(A) −→L99
β

W = Hn+1(A)/U,

An+1
d−→L99
γ

Bn+2(A).

Îáîçíà÷èì Vn+1 = W ⊕N è ïîñòðîèì àëãåáðó Mn+1:

Mn+1 = Mn ⊗ ΛVn+1,

ñ äèôôåðåíöèàëîì dn+1 :Mn+1 →Mn+1, îïðåäåëåííûì óñëîâèÿìè

dn+1|Mn
= dn,

dn+1|W = 0,

dn+1|N = σ|N ,

Îòîáðàæåíèå ρn+1 :Mn+1 → A îïðåäåëèì óñëîâèÿìè

ρn+1|Mn
= ρn,

ρn+1|W = αn+1 ◦ β,

ρn+1|N = γ ◦ ρn ◦ σ.

Ïîñëåäíåå îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî êîððåêòíî: òàê êàê N = ker ρ∗n ∩
Hn+2(Mn), òî ρn ◦ σ(N) ⊂ Bn+2(A). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðà-
æåíèå ρn+1 ÿâëÿåòñÿ ä.ã.à.-ãîìîìîðôèçìîì.

Âêëþ÷åíèå Mn ⊂ Mn+1 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ðàñøèðåíèåì ñ
ðàçëîæèìûì äèôôåðåíöèàëîì, òàê êàê d(V ) ⊂ Cn+2(Mn), à Mn ìî-
æåò èìåòü íåðàçëîæèìûå ýëåìåíòû òîëüêî â ñòåïåíÿõ 6 n.

Âñÿêèé ýëåìåíò x ∈ (Mn+1)
n+1 îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå x =

z + w + y, ãäå z ∈ (Mn)
n+1, c ∈ W è y ∈ N . Åñëè dn+1x = 0, òî

−dnz = dn+1y = σ(y). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäñòàâëÿþùèé êîöèêë äëÿ
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êîãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà y ∈ H∗(Mn) òî÷åí. Íî òîãäà y = 0. Ñëå-
äîâàòåëüíî, dnz = 0. Òàêèì îáðàçîì, Cn+1(Mn+1) = Cn+1(Mn) ⊕W .
Èç îïðåäåëåíèÿ ρn+1 è W ñëåäóåò, ÷òî ρ∗n+1 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â
ðàçìåðíîñòè n + 1.

Ïîêàæåì, ÷òî ρ∗n+1 ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì â ðàçìåðíîñòè n + 2.
Òàê êàê àëãåáðà Mn îäíîñâÿçíà, òî (Mn+1)

n+2 = (Mn)
n+2, â ÷àñòíî-

ñòè, Cn+2(Mn+1) = Cn+2(Mn). Ïóñòü z ∈ Cn+2(Mn+1) ïðåäñòàâëÿåò
êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ ζ ∈ Hn+2(Mn+1), òàêîé, ÷òî ρ∗n+1(ζ) = 0. Ðàñ-
ñìàòðèâàÿ ζ êàê ýëåìåíò N ⊂Mn+1, èìååì

z − dn+1ζ ∈ Bn+2(Mn+1),

òî åñòü ζ = [z] = 0.
Ïîëîæèì M =

⋃
nMn. Ïî ïîñòðîåíèþ ýòî áóäåò ìèíèìàëüíàÿ ìî-

äåëü àëãåáðû A, äëÿ êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M1 ⊂ M2 ⊂ . . .

ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ ðàñøèðå-
íèé.

Åäèíñòâåííîñòü ìèíèìàëüíîé ìîäåëè ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî óòâåð-
æäåíèÿ.

Òåîðåìà ([30], [17]). Âñÿêèé ãîìîìîðôèçì ìèíèìàëüíûõ àëãåáð, èí-
äóöèðóþùèé èçîìîðôèçì â êîãîìîëîãèÿõ, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ñóëëèâàí [30] ïîñòðîèë ôóíêòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé ïðîèçâîëüíîìó
ñâÿçíîìó ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó êîíå÷íîãî òèïà X êîììóòàòèâ-
íóþ ä.ã. àëãåáðó (APL(X), d) êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ ôîðì ω íà íåì, è äîêàçàë, ÷òî îòîáðàæåíèå èíòåãðèðîâà-
íèÿ ρ : APL(X) → C∗(X;Q), ρ(ω) : σ 7→ ∫

σ ω èíäóöèðóåò èçîìîð-
ôèçì â êîãîìîëîãèÿõ. Ñîãëàñíî äâóì ïðåäûäóùèì òåîðåìàì, âñÿêàÿ c-
ñâÿçíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà èìååò åäèíñòâåí-
íóþ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ìèíèìàëüíóþ ìîäåëü. Òàêèì îáðà-
çîì, êàæäîìó ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó X êîíå÷íîãî òèïà ñîîòâåò-
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ñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü MX àëãåáðû (APL(X), d), êîòîðàÿ íàçû-
âàåòñÿ ìèíèìàëüíîé ìîäåëüþ ïðîñòðàíñòâà X. Ïðîñòðàíñòâà X è Y

ðàöèîíàëüíî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
èçîìîðôíû èõ ìèíèìàëüíûå ìîäåëè.

Íàîáîðîò, âñÿêàÿ ìèíèìàëüíàÿ àëãåáðà (ΛV, d) òàêàÿ, ÷òî dim V p <

∞ äëÿ ëþáîãî p, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ìîäåëüþ íåêîòîðîãî ñâÿçíîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Åñëè dim Hp(X;Q) < ∞ äëÿ ëþáîãî p, òî V p ∼= Hom(πp(X);Q), ãäå
V p � ïðîñòðàíñòâî p-ìåðíûõ îáðàçóþùèõ ìèíèìàëüíîé ìîäåëè X.
Îïèøåì âêðàòöå èçîìîðôèçì. Ïóñòü ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü ïðîñòðàí-
ñòâà X åñòü MX = (ΛV, dX). Ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü ñôåðû Sp èìååò
âèä MSn = (ΛW,d), ãäå ïðîñòðàíñòâî W ïîðîæäåíî îäíèì çàìêíó-
òûì ýëåìåíòîì x, åñëè p íå÷åòíî; åñëè p ÷åòíî, òî èìååòñÿ åùå îäèí
ýëåìåíò y ñòåïåíè 2p− 1, òàêîé, ÷òî dy = x2. Îòîáðàæåíèå f :Sp → X

èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé f ∗∗ :MX →MSp. Ïî-
ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó v ∈ V p ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî
q, îïðåäåëåííîå óñëîâèåì f ∗∗(v) = qx. Ýòî ñîîòâåòñòâèå çàäàåò ëèíåé-
íîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå çàâèñèò òîëüêî îò ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà f .
Ïîëó÷àåòñÿ èçîìîðôèçì πp(x) → Hom(V p;Q).

1.2 Ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Â ýòîì ïóíêòå ìû ïðèâîäèì íåîáõîäèìûå ðåçóëüòàòû î ðàöèîíàëüíî
ýëëèïòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîíÿòèå ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà ïîÿâèëîñü â êîíöå 1970-õ ãã. â ðàáîòàõ Ãàëüïåðèíà [21],
êîòîðûé äàë îòâåò íà âîïðîñ Ñóëëèâàíà [30]: ¾âåðíî ëè, ÷òî åñëè ìè-
íèìàëüíàÿ àëãåáðà M èìååò áîëüøå ÷åòíîìåðíûõ îáðàçóþùèõ, ÷åì
íå÷åòíîìåðíûõ, òî êîãîìîëîãèè H∗(M) áåñêîíå÷íîìåðíû?¿ Áëèçêèå
âîïðîñû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ àëãåáð èçó÷àëèñü ðàíåå Êîçþëåì,
ðîäñòâåííûå ðåçóëüòàòû î êîãîìîëîãèÿõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ áû-
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ëè ïîëó÷åíû Êàðòàíîì.
Ïóñòü X � CW-êîìïëåêñ, òàêîé ÷òî dim H∗(X) < ∞, (ΛV, d) � åãî

ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü. Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíî ýëëèï-
òè÷åñêèì, åñëè dim V < ∞. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî êîíå÷íîìåðíî-
ñòè π∗(X)⊗Q è âëå÷åò ïîëèíîìèàëüíûé ðîñò

∑n
i=0 dim Hi(ΩX;Q) ïî n

([17, p. 459]). Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíî ãèïåðáîëè÷å-
ñêèì, åñëè íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {kn}, òàêàÿ, ÷òî dim πkn

(X)⊗
Q ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ïî n. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ïîëîæè-
òåëüíûå ÷èñëà N è d, òàêèå, ÷òî πN+kdX ⊗ Q 6= 0 äëÿ ëþáîãî k > 0.
Âñÿêèé êîíå÷íûé îäíîñâÿçíûé CW-êîìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðàöèî-
íàëüíî ýëëèïòè÷åñêèì, ëèáî ðàöèîíàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèì [16].

Ðàññìàòðèâàÿ äëèííóþ òî÷íóþ ðàöèîíàëüíî-ãîìîòîïè÷åñêóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü

. . . → πnF → πnE → πnB → πn−1F → . . .

äëÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ p : E → B ñî ñëîåì F ìîæíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ ðàöèîíàëüíî ýëëèï-
òè÷íû:

• îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà G/H êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè,

• äëÿ ðàññëîåíèÿ F → E → B ëþáîå èç ïðîñòðàíñòâ E, B, F ,
åñëè îíî íèëüïîòåíòíî, à äðóãèå äâà ïðîñòðàíñòâà ðàöèîíàëüíî
ýëèïòè÷íû,

• ìíîãîîáðàçèÿ ñ ãëàäêèì äåéñòâèåì êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè ñ îä-
íîñâÿçíûìè îðáèòàìè êîðàçìåðíîñòè îäèí,

• îäíîñâÿçíûå êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, ãåîäåçè÷åñêèé
ïîòîê êîòîðûõ èíòåãðèðóåì è èìååò ïåðèîäè÷åñêèå èíòåãðàëû
[26].
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Ãàëüïåðèí è Ôðèäëàíäåð ([19]) óñòàíîâèëè ýêâèâàëåíòíîñòü ðàöèî-
íàëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè ïðîñòðàíñòâà ñëåäóþùåìó àðèôìåòè÷åñêîìó
óñëîâèþ íà ñòåïåíè îáðàçóþùèõ åãî ìèíèìàëüíîé ìîäåëè.

Ïóñòü X � ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî, (ΛV, d) � åãî ìèíè-
ìàëüíàÿ ìîäåëü. Âûáåðåì îäíîðîäíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Ïóñòü
B′ = (2b1 − 1, . . . , 2bq − 1) è A′ = (2a1, . . . , 2ar) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñîîòâåòñòâåííî íå÷åòíûõ è ÷åòíûõ ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ ýòîãî áàçèñà.
Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ÷ëåíîâ îíè íå çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà
â V . Íàçîâåì b- è a-ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ïðîñòðàíñòâà X ñîîòâåò-
ñòâåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B = (b1, . . . , bq) è A = (a1, . . . , ar).

Ñêàæåì, ÷òî ïàðà (B, A) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé B = (b1, . . . , bq) è
A = (a1, . . . , ar) óäîâëåòâîðÿåò àðèôìåòè÷åñêîìó óñëîâèþ Ãàëüïåðè-
íà � Ôðèäëàíäåðà (ÃÔ), åñëè äëÿ ëþáîãî s, 1 6 s 6 r è äëÿ ëþáîé
ïîäîïîñëåäîâàòåëüíîñòè A∗ äëèíû s â A, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü B∗ â B äëèíû íå ìåíåå ÷åì s, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé
èìååò âèä

bj =
∑

ai∈A∗
γijai,

ãäå γij � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî
∑

ai∈A∗
γij > 2.

Èç óñëîâèÿ ÃÔ äëÿ ñëó÷àÿ s = r ñðàçó ñëåäóåò q > r.
Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [19] ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà I ([19]). Ïàðà (B, A) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ÃÔ òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî X, b- è a-ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî B è A. Åñëè bj > 2, 1 6 j 6 q, òî X ìîæåò áûòü
âûáðàíî îäíîñâÿçíûì, åñëè âäîáàâîê q > r, òî â êà÷åñòâå X ìîæíî
âûáðàòü çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå.

Ýòà òåîðåìà ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ [19, òåîðåìà 3].
Ðàññìîòðèì êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ K[u1, . . . ur] îò ïåðåìåííûõ ui ñòåïå-
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íåé ai, 1 6 i 6 r íàä áåñêîíå÷íûì êîëüöîì K. Ïàðà (B,A) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ ÃÔ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ q ìíîãî÷ëåíîâ
f1, . . . fq â ïåðåìåííûõ ui, ÿâëÿþùèõñÿ ñóììàìè íåëèíåéíûõ ìîíîìîâ
ñòåïåíåé ñîîòâåòñòâåííî b1, . . . bq, òàêèõ, ÷òî

dimK[u1, . . . , ur]/(f1, . . . , fq) < ∞.

Ýòî ïðåäëîæåíèå äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäàìè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
Ïóñòü ïàðà (B, A) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ÃÔ. Ïðèïèøåì ïåðåìåí-

íûì y1, . . . , yr ñîîòâåòñòâåííî ñòåïåíè a1, . . . , ar. Ñîãëàñíî ïðåäëîæå-
íèþ, íàéäóòñÿ ìíîãî÷ëåíû f1, . . . , fq ñòåïåíåé 2b1, . . . , 2bq ñîîòâåòñòâåí-
íî, òàêèå, ÷òî dimK[y1, . . . , yr]/(f1, . . . , fq) < ∞. Ðàññìîòðèì ìèíè-
ìàëüíóþ àëãåáðó M = Λ(y1, . . . yr; b1 . . . bq), ãäå |yi| = 2ai, dyi = 0,
|xj| = 2bj − 1, dxj = fj. Òàê êàê ìîíîìû, ñîñòàâëÿþùèå fj, íåëèíåé-
íû, òî äèôôåðåíöèàë ðàçëîæèì, è àëãåáðà M ìèíèìàëüíà, è òðèâè-
àëüíî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî dim H∗(M) < ∞. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò CW-
êîìïëåêñ X êîí÷åíîãî òèïà ñ òàêîé ìèíèìàëüíîé ìîäåëüþ. Åñëè âñå
bj > 2, òî îáðàçóþùèõ ñòåïåíè 1 íåò, è H1(M) = 0. Åñëè âäîáàâîê
q > r, òî H∗(M) îáëàäàåò ãèïåðáîëè÷åñêèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíè-
åì Ïóàíêàðå [21, òåîðåìû 3 è 4], è, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì Ñóëëèâàíà,
â êà÷åñòâå X ìîæíî âûáðàòü îäíîñâÿçíîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå.

Íàîáîðîò, åñëèM � ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òî ìîæíî ïåðåîïðåäåëèòü äèôôåðåíöèàë òàê, ÷òî
àëãåáðà îñòàíåòñÿ ìèíèìàëüíîé, âñå ÷åòíîìåðíûå îáðàçóþùèå y1, . . . , yr

áóäóò çàìêíóòû, à äèôôåðåíöèàëû âñåõ íå÷åòíîìåðíûõ îáðàçóþùèõ
x1, . . . , xq áóäóò ðàçëîæèìû ïî ÷åòíîìåðíûì [21]. Òîãäà, î÷åâèäíî
dim Λ(y1, . . . , yr)/(x1, . . . , xq) < ∞, îòêóäà, ïî ïðåäëîæåíèþ, ñëåäóåò
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ÃÔ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé B = (|x1|, . . . , |xq|)
è A = (|y1|, . . . , |yr|).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå, ïîçâîëÿþùåå îöåíèâàòü ÷èñ-
ëà Áåòòè ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Òåîðåìà II ([19], [21]). Ïóñòü B, A � ñîîòâåòñòâåííî b- è a-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìèíèìàëüíîé ìîäåëè ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà X. Âûðàæåíèå

∏q
j=1 (1− t2bj)

(1− t)q−r
∏r

i=1(1− t2ai)

ãäå n = n(X) � êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü X, ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-
÷ëåíîì Φ(t) =

n∑
m=0

cmtm ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè êîýôôèöèåí-
òàìè. Äëÿ 0 6 m 6 n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

dim Hm(X;Q) 6 cm,

êîòîðîå â ñëó÷àå q = r ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî.

1.3 Îöåíêè ÷èñåë Áåòòè

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè n è (2b1−1, . . . , 2bq−1) è (2a1, . . . , 2ar) �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâåííî ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ðàçìåðíî-
ñòåé îáðàçóþùèõ ãðóïïû Hom(π∗(X);Q). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-
ùèå íåðàâåíñòâà:

dim Hm(X;Q) 6
(

n

m

)
, (1)

dim Hm(X;Q) 6
∑

k+2l=m

(
q − r

k

)(
p

l

)
, (2)

ãäå p =
∑

bj −
∑

ai − (q − r).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî, n � åãî êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

Φ(t) =

q∏
j=1

(1− t2bj)

(1− t)q−r
r∏

i=1
(1− t2ai)

.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå II, Φ(t) åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, Φ(t) =
∑n

0 cmtm.
Åãî êîðíÿìè, êàê âèäíî, ÿâëÿþòñÿ êîðíè èç åäèíèöû. Ïî òåîðåìå Âè-
åòà, cm åñòü, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, çíà÷åíèå ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî-
÷ëåíà σn−m îò êîðíåé ìíîãî÷ëåíà Φ(t). Ìíîãî÷ëåí σk îò n ïåðåìåííûõ
åñòü ñóììà âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ïî k ïåðåìåííûõ. Âñåãî òàêèõ
ïðîèçâåäåíèé

(
n
k

)
, è â íàøåì ñëó÷àå êàæäîå èç íèõ ðàâíî ïî ìîäóëþ

åäèíèöå. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó II, ïîëó÷àåì îöåíêó (1):

dim Hm(X;Q) 6 cm = |σn−m(ξ1, . . . , ξn)| 6
(

n

n−m

)
=

(
n

m

)
.

Äîêàæåì òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (2). Ïåðåïèøåì ìíîãî÷ëåí
Φ(t) â äðóãîé ôîðìå. Ðàñêëàäûâàÿ ïðîèçâåäåíèÿ, ñòîÿùèå â ÷èñëèòåëå
è çíàìåíàòåëå, íà ýëåìåíòàðíûå ìíîæèòåëè îòíîñèòåëüíî t2, è ñîáèðàÿ
îòäåëüíî ìíîæèòåëè âèäà (1− t2), ìîæåì çàïèñàòü:

q∏

j=1

(1− t2bj) = (1− t2)q

∑
bj−q∏

j=1

(t2 − ξ2
j ),

r∏
i=1

(1− t2ai) = (1− t2)r

∑
ai−r∏

i=1

(t2 − η2
i ),

è, ïðè ïîäõîäÿùåé íóìåðàöèè êîðíåé ξj:

Φ(t) =

∏
j (1− t2bj)

(1− t)q−r
∏

i(1− t2ai)
= (1 + t)q−r

p∏
j=1

(t2 − ξ2
j ),

ãäå p =
∑

bj −
∑

ai − (q − r).
Ïðåäñòàâèì òåïåðü ìíîãî÷ëåí Φ(t) êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîãî-

÷ëåíîâ è îöåíèì åãî êîýôôèöèåíòû ÷åðåç êîðíè ýòèõ ïîñëåäíèõ. Ââå-
äåì îáîçíà÷åíèÿ

Q(t) = (t + 1)q−r =

q−r∑

k=0

αkt
k, R(t) =

p∏
j=1

(t2 − ξ2
j ) =

2p∑

k=0

βkt
k.
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Òîãäà Φ(t) = Q(t)R(t), è êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ Q(t), R(t) èìå-
þò, î÷åâèäíî, ñëåäóþùèé âèä:

αk =

(
q − r

k

)
, β2k+1 = 0, β2k =

∑
j1<...<jp−k

ξ2
i1
· . . . · ξ2

jp−k
.

Ïîëó÷àåì íåîáõîäèìóþ îöåíêó íà êîýôôèöèåíòû cm ìíîãî÷ëåíà Φ(t),
à çíà÷èò, ïî òåîðåìå II, è íà ÷èñëà Áåòòè ïðîñòðàíñòâà X:

dim Hm(X,Q) 6 cm =

∣∣∣∣∣
∑

k+l=m

αkβl

∣∣∣∣∣ 6

6
∑

k+l=m

|αk| |βl| 6
∑

k+2l=m

(
q − r

k

)(
p

l

)
.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà X, òàêîãî ÷òî q = r, èç äîêàçàííîé îöåíêè ïî-
ëó÷àåì èçâåñòíûé ôàêò òðèâèàëüíîñòè íå÷åòíîìåðíûõ êîãîìîëîãèé,
dim H2k−1 = 0, dim H2k =

(n
2
k

)
.

Îöåíêà (1) äîñòèãàåòñÿ äëÿ n−ìåðíûõ òîðîâ T n: dim Hm(T n,Q) =(
n
m

)
. Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìóëà Êþííåòà äàåò äëÿ T n = S1 × . . . × S1:

Hk(T n;Q) = Q(n
k).

Îöåíêà (2) äîñòèãàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèÿõ äâóìåðíûõ ñôåð M2s =

(S2)s: ïî ôîðìóëå Êþííåòà: H2m+1(M2s;Q) = 0, dim H2m(M2s;Q) =(
s
m

)
. Äëÿ H2(M2s) ïîëó÷àåì íàøó îöåíêó.

Ñëåäñòâèå. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ïðîñòðàíñòâî X îäíîñâÿçíî,
òî

dim Hm(X;Q) 6 1

2

(
n

m

)

ïðè m 6= 0, n.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà I ([19]). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B = (b1, . . . , bq) è A =

(a1, . . . , ar) óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ: b1 > . . . > bq, a1 > . . . > ar è
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óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãàëüïåðèíà�Ôðèäëàíäåðà. Òîãäà bi > 2ai äëÿ
i = 1, . . . , r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äëÿ äàííîãî i, 1 6 i 6 r âñåâîçìîæíûå
ñóììû âèäà

∑i
j=1 γjaj, ãäå γj � öåëûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî

∑
j γj > 2.

Êàæäàÿ òàêàÿ ñóììà, î÷åâèäíî, > 2ai. Ñðåäè òàêèõ ñóìì, ñîãëàñíî
óñëîâèþ Ãàëüïåðèíà�Ôðèäëàíäåðà, íå ìåíåå i ðàçëè÷íûõ ÷ëåíîâ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè B. Èç i ðàçëè÷íûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B ïî
êðàéíåé ìåðå îäèí íå ïðåâîñõîäèò bi.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî X îäíîñâÿçíî, òî âñå bj > 2. Ïîýòîìó

p =

q∑
j=1

bj −
r∑

i=1

ai − (q − r) >

>
r∑

j=1

2aj +

q∑

j=r+1

bj −
r∑

i=1

ai − (q − r) =

=
r∑

i=1

ai +

q∑
j=r+1

(bj − 1) > q − r.

Ñëåäóþùèé ôàêò äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 1.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè 0 < c 6 d, òî
∑

k+2l=m

(
c
k

)(
d
l

)
6 1

2

(
c+2d

m

)
, m =

1, . . . , c + 2d− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî m. Äëÿ m = 1 óòâåðæäåíèå
âåðíî: òàê êàê c 6 d, òî

∑

k+2l=1

(
c

k

)(
d

l

)
=

(
c

1

)(
d

0

)
= c 6 1

2

(
c + 2d

1

)
.

Ïðåäïîëîæèì, óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ 1, . . . , m−1. Äîêàæåì
äëÿ m èíäóêöèåé ïî c. Ïóñòü c = 1. Òîãäà

∑
k+2l=m

(1
k

)(
d
l

)
=

(
d

[m
2 ]

)
6

1
2

(1+2d
m

)
, ýòî êîìáèíàòîðíî î÷åâèäíî. Øàã èíäóêöèè îò c− 1 ê c:

∑

k+2l=m

(
c

k

)(
d

l

)
=

∑

k+2l=m

((
c− 1

k − 1

)
+

(
c− 1

k

))(
d

l

)
=
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=
∑

k+2l=m

(
c− 1

k − 1

)(
d

l

)
+

∑

k+2l=m

(
c− 1

k

)(
d

l

)
6

6 1

2

(
c− 1 + 2d

m− 1

)
+

1

2

(
c− 1 + 2d

m

)
=

1

2

(
c + 2d

m

)
.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

1.4 Ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ
ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé

Ñîãëàñíî òåîðåìå I, âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ÃÔ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
B = (b1, . . . , bq), A = (a1, . . . , ar) ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ðàöèî-
íàëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ ìèíèìàëüíîé ìîäåëüþ, òà-
êîé, ÷òî B′ = (2bj−1), A′ = (2ai) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâåí-
íî ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ñòåïåíåé åå áàçèñà.

Îäíîñâÿçíîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå M , î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ bj > 2, 1 6 j 6 q.
Êðîìå òîãî, â êîãîìîëîãèÿõ M èìååò ìåñòî äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå.
Äëÿ çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòü d = dim M

ñîâïàäàåò ñ êîãîìîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ n = n(M), êîòîðàÿ äëÿ
ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóþùèì îáðàçîì âûðà-
æàåòñÿ ÷åðåç a- è b-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ([19, �2])

n = 2

(
q∑

j=1

bj −
r∑

i=1

ai

)
− (q − r). (3)

Ïðåäëîæåíèå 2. Âñå âîçìîæíûå íàáîðû ÷èñåë Áåòòè îäíîñâÿç-
íûõ ãëàäêèõ çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé M ðàçìåðíîñòåé d = 4, 5, 6 ñîäåðæàòñÿ â òàáëèöå 1.
Â ðàçìåðíîñòÿõ 4 è 5, à òàêæå â ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ â ðàçìåðíîñòè 6

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ðàöèîíàëüíûé ãîìîòîïè÷åñêèé òèï ïðî-
ñòðàíñòâà ñ òàêèìè ÷èñëàìè Áåòòè.

25



Òàáëèöà 1: Ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòåé 4, 5, 6

� d ×èñëà Ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü Q-ãîìîò.
Áåòòè òèï

1. 4 (1, 0, 0, 0, 1) Λ(x, y), |x| = 4, |y| = 7, dy = x2 S4

2. 4 (1, 0, 1, 0, 1) Λ(x, y), |x| = 2, |y| = 5, dy = x3 CP 2

3. 4 (1, 0, 2, 0, 1) Λ(x1, x2, y1, y2), |xi| = 2, |yi| = 3.
dxi = 0, dy1 = x1x2, dy2 = x2

1 − x2
2

CP 2#CP 2

4. 4 (1, 0, 2, 0, 1) Λ(x1, x2, y1, y2), |xi| = 2, |yi| = 3.
dxi = 0, dyi = x2

i

S2 × S2

1. 5 (1, 0, 0, 0, 0, 1) Λ(x), |x| = 5, dx = 0. S5

2. 5 (1, 0, 1, 1, 0, 1) Λ(x, y1, y2), |x| = 2, |yj| = 3,
dx = 0, dy1 = 0, dy2 = x2.

S2 × S3

1. 6 (1, 0, 0, 2, 0, 0, 1) Λ(y1, y2), |yi| = 3, dyi = 0. S3 × S3

2. 6 (1, 0, 1, 0, 1, 0, 1) Λ(x, y), |x| = 2, |y| = 7, dx = 0, dy = x4. CP 3

3. 6 (1, 0, 0, 0, 0, 0, 1) Λ(x, y), |x| = 6, |y| = 11, dy = x2. S6

4. 6 (1, 0, 1, 0, 1, 0, 1) Λ(x1, x2, y1, y2), |x1| = 2, |x2| = 4, |y1| =
3, |y2| = 7. dxi = 0, dyi = x2

i .
S2 × S4

5. 6 (1, 0, 2, 0, 2, 0, 1) Λ(x1, x2, y1, y2),
|xi| = 2, |y1| = 3, |y2| = 5.
dxi = 0, dy1 = F (x1, x2), dy2 = G(x1, x2),
ãäå F � êâàäðàòè÷íàÿ, G � êóáè÷åñêàÿ
ôîðìû.
Ïðèìåð: S2 × CP 2 (ïðè dy1 = x2

1, dy2 =
x3

2)
6. 6 (1, 0, 3, 0, 3, 0, 1) Λ(x1, x2, x3, y1, y2, y3), |xi| = 2, |yi| = 3.

dxi = 0, dyi = Fi(x1, x2, x3),
ãäå Fi � êâàäðàòè÷íûå ôîðìû.
Ïðèìåðû: S2 × S2 × S2 (ïðè dyi = dx2

i )
è CP 3#CP 3 (ïðè dy1 = x2

1 − x2
2, dy3 =

x2
3 − x2

2, dy2 = x1x3)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå îäíîñâÿçíîå
ìíîãîîáðàçèå. Èç ôîðìóëû (3), óñëîâèé bj > 2 (îäíîñâÿçíîñòü) è bi >
2ai (ëåììà I) ñëåäóåò:

d = 2
r∑

i=1

(bi − ai) +

q∑

j=r+1

(2bj − 1) > 2
r∑

i=1

ai + 3(q − r) > 2r + 3(q − r),

îòêóäà, ïîñêîëüêó q > r, ïîëó÷àåì

r 6 dim M

2
, q 6 dim M + r

3
.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðÿìî ïåðå÷èñëèòü ïàðû öåëî÷èñëåííûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé B è A, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ÃÔ è äîñòàâëÿþùèõ
ðåøåíèå ðàâåíñòâà (3) äëÿ d = 4, 5, 6.
n = 4

1. B = (4), A = (2);

2. B = (3), A = (1);

3. B = (2, 2), A = (1, 1).
n = 5

4. B = (3), A = ∅;
5. B = (2, 2), A = (1)

n = 6

6. B = (5), A = (2);
7. B = (4), A = (1);
8. B = (2, 2), A = ∅;
9. B = (4, 2), A = (2, 1);
10. B = (3, 2), A = (1, 1);
11. B = (2, 2, 2), A = (1, 1, 1).

Â ñëó÷àÿõ 1�2, 4�8 ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâà âîññòàíàâ-
ëèâàåòñÿ ïî ñòåïåíÿì îáðàçóþùèõ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-
ìîðôèçìà èç òðåáîâàíèé êîíå÷íîìåðíîñòè êîãîìîëîãèé, ðàçëîæèìî-
ñòè äèôôåðåíöèàëîâ è íàëè÷èÿ äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå. Ýòî îçíà÷à-
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åò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ðàöèîíàëüíûé ãîìîòîïè÷åñêèé òèï
ñ òàêèìè a- è b- ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 3. Ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü ìíîãîîáðàçèÿ M ñ òà-
êèìè b- è a- ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè èìååò âèä ΛV = Λ(x1, x2, y1, y2),
|xi| = 2, |yi| = 3. Èìååòñÿ ôîðìà ïåðåñå÷åíèÿ H2(M ;Z)⊗H2(M ;Z) →
Z, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé óíèìîäóëÿðíîé öåëî÷èñëåííîé ìàò-
ðèöåé ïîðÿäêà 2. Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèîííûì ðåçóëüòàòàì Ôðèäìà-
íà ([18]), äâà ãëàäêèõ çàìêíóòûõ îäíîñâÿçíûõ ÷åòûðåõìåðíûõ ìíîãî-
îáðàçèÿ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ
ôîðìû ïåðåñå÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü ïðèâîäÿòñÿ îäíà ê äðóãîé
ïðè ñìåíå áàçèñà â H2. Ëþáàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ öåëî÷èñëåííàÿ óíèìî-
äóëÿðíàÿ ìàòðèöà ïðèâîäèòñÿ [5] íàä Z ê îäíîìó èç âèäîâ

Q1 =


 1 0

0 1


 , Q2 =


 −1 0

0 −1


 ,

Q3 =


 1 0

0 −1


 , Q4 =


 0 1

1 0


 .

Ìíîãîîáðàçèÿ ñ ôîðìàìè ïåðåñå÷åíèÿ Q1 è Q2 îòëè÷àþòñÿ ëèøü
îðèåíòàöèåé. Ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü âñÿêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ òàêîé ôîð-
ìîé ïåðåñå÷åíèÿ èçîìîðôíà àëãåáðå ñ dy1 = x2

1 − x2
2, dy2 = xy. Ýòî

ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü CP 2#CP 2.
Ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü ìíîãîîáðàçèÿ ñ ôîðìîé ïåðåñå÷åíèÿ Q3 èçî-

ìîðôíà àëãåáðå M3 =
(
Λ(x1, x2, y1, y2), d

)
ñ dy1 = x2

1 + x2
2, dy2 = xy.

Àëãåáðà M3 åñòü ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü CP 2#CP 2.
Ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü ìíîãîîáðàçèÿ ñ ôîðìîé Q4 èçîìîðôíà àëãåá-

ðå M4 =
(
Λ(x′1, x

′
2, y

′
1, y

′
2), d

′) c d′y′1 = x′21 , dy′2 = x′22 . M4 åñòü ìèíè-
ìàëüíàÿ ìîäåëü S2 × S2. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì f : M3 → M4,

28



îïðåäåëåííûé ôîðìóëàìè

f(x1) = x′1 + x′2, f(x2) = x′1 − x′2,

f(y1) = 2y′1 + 2y′2, f(x2) = y′1 − y′2.

ýòî äåéñòâèòåëüíî ãîìîìîðôèçì äèôôåðåíöèàëüíûõ àëãåáð (òî åñòü
d′f = fd):

f(dxi) = d′f(xi) = 0,

d′f(y1) = d′(2y′1 + 2y′2) = 2x′21 + 2y′′21 = f(x2
1 + x2

2) = f(dy1)

d′f(y2) = d′(y′1 − y′2) = x′21 − x′22 = f(x1x2) = f(dy2)

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíûå ìîäåëè M3 è M4 ýòèõ ìíîãîîáðàçèé
èçîìîðôíû, ñëåäîâàòåëüíî, ñàìè ìíîãîîáðàçèÿ ïðèíàäëåæàò îäíîìó
ðàöèîíàëüíî-ãîìîòîïè÷åñêîìó òèïó.

Â ñëó÷àå 9 èìååì b- è a-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè B = (4, 2), A = (2, 1),
òî åñòü ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü èìååò âèä

M =
(
Λ(x1, x2, y1, y2), d

)
,

ãäå |x1| = 2, |x2| = 4, |y1| = 3, |y2| = 7, à d � íåêîòîðûé äèôôåðåíöè-
àë. Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè àëãåáðû äèôôåðåíöèàë êàæäîãî ýëåìåíòà
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû ìåíüøåé ñòåïåíè. Ïîýòîìó x1 çàìêíóò, è
dy1 = αx2

1, dx2 = µx1y1, ãäå α, µ ∈ Q. Ïðåäïîëîæèì, α = 0. Òîãäà
ýëåìåíò y1 çàìêíóò, ïðîñòðàíñòâî êîöèêëîâ â ðàçìåðíîñòè 7 äâóìåðíî
(îíî íàòÿíóòî íà x2

1y1 è x2y1), â òî âðåìÿ êàê ïðîñòðàíñòâî êîãðàíèö
íå áîëåå ÷åì îäíîìåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðà èìååò íåòðèâèàëü-
íûå êîãîìîëîãèè â ðàçìåðíîñòè 7, è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α = 1. Òàê êàê dd = 0, òî

0 = ddx2 = µd(x1y1) = αµx3
1 = µx3

1,

ïîýòîìó dx2 = 0. Ïóñòü dy2 = kx4
1 + lx2

1x2 + mx2
2. Çäåñü m 6= 0, â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå x2
2 ïðåäñòàâëÿåò íåòðèâèàëüíûé âîñüìèìåðíûé êî-

ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m = 1. Ïðîèçâîäÿ
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çàìåíó

x′1 = x1,

y′1 = y1,

x′2 = x2 + x2
1,

y′2 = y2 + (1− k)x2
1y1 + (2− l)x2y1,

ïðèõîäèì ê âèäó dx′i = 0, dy′i = x′2i . Ýòî ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü ïðî-
ñòðàíñòâà S2 × S4.

Â ñëó÷àÿõ 10 è 11 ìèíèìàëüíûå ìîäåëè èìåþò óêàçàííûé â òàá-
ëèöå 1 âèä èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè. Êàê ïðèìåðû ïîëó÷àþòñÿ
ìíîãîîáðàçèÿ S2×CP 2 â ñëó÷àå 10 è S2×S2×S2, CP 3#CP 3â ñëó÷àå
11.

Çàìåòèì, ÷òî ÷åòûðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ CP 2#CP 2 è S2 × S2

èìåþò îäèí è òîò æå ðàöèîíàëüíî-ãîìîòîïè÷åñêèé òèï, õîòÿ íå ÿâ-
ëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè (îíè ðàçëè÷àþòñÿ, íàïðèìåð,
âòîðûì êëàññîì Øòèôåëÿ-Óèòíè).

Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî íåäàâíî Òîòàðî ([32]) ïðèâåë êîíòðïðè-
ìåð ê ãèïîòåçå Ãðîâå â ðàçìåðíîñòè 6, ñîãëàñíî êîòîðîé â êàæäîé
ðàçìåðíîñòè ïðè ëþáîì îãðàíè÷åíèè ñâåðõó íà äèàìåòð ñóùåñòâóåò
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàöèîíàëüíî-ãîìîòîïè÷åñêèõ òèïîâ ìíîãîîáðà-
çèé ñ ñåêöèîííîé êðèâèçíîé K > 1. Èìåííî, èì áûëî ïîñòðîåíî áåñêî-
íå÷íîe ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ îäíîñâÿçíûõ øåñòèìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé
ñïåöèàëüíîãî âèäà � äâîéíûõ ÷àñòíûõ (S3)3//(S1)3 � êîòîðûå ïîïàð-
íî ðàöèîíàëüíî-ãîìîòîïè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíû. Ëþáîå äâîéíîå ÷àñò-
íîå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Âñå ìíîãî-
îáðàçèÿ Òîòàðî ïðèíàäëåæàò ñëó÷àþ 6 ðàçìåðíîñòè 6 â Òàáëèöå 1.
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Ãëàâà 2
Ïÿòèìåðíûå äâîéíûå ÷àñòíûå
ãðóïï Ëè

2.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü G � êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè, à H ⊂ G×G � çàìêíóòàÿ ïîäãðóï-
ïà, äåéñòâóþùàÿ íà G äâóñòîðîííèìè ñäâèãàìè: (h1, h2)g = h1gh−1

2 .
Ýòî äåéñòâèå ìîæåò èìåòü íåïîäâèæíûå òî÷êè. Îíî ñâîáîäíî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî H ′ = {(h1, h2) ∈ H|h1 ∈ Ad(G)h2}
ñîñòîèò èç îäíîãî ëèøü òðèâèàëüíîãî ýëåìåíòà. Åñëè äåéñòâèå ñâîáîä-
íî, òî ïðîñòðàíñòâî îðáèò, êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G//H,
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì è íàçûâàåòñÿ äâîéíûì ÷àñòíûì.

Öåëüþ ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ äâîéíûõ ÷àñòíûõ â ðàç-
ìåðíîñòè 5. Åñëè M = G//H � äâîéíîå ÷àñòíîå, òî åñòåñòâåííàÿ ïðî-
åêöèÿ G → M ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì ñî ñëî-
åì H, ïîýòîìó âñÿêîå îäíîñâÿçíîå äâîéíîå ÷àñòíîå ðàöèîíàëüíî ýë-
ëèïòè÷íî. Â ðàçìåðíîñòè 4 âñÿêîå îäíîñâÿçíîå ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè-
÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ãîìåîìîðôíî îäíîìó èç ïÿòè ìíîãîîáðàçèé S4,
CP 2, S2 × S2, CP 2#CP 2, CP 2#CP 2 ([27]). Ïåðâûå òðè èç íèõ ÿâ-
ëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ïðîñòðàíñòâàìè. ×èãåð [13] äîêàçàë, ÷òî ñâÿç-
íûå ñóììû äâóõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ðàíãà 1 íåñóò ìåòðèêè
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íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Â ÷àñòíîñòè, îí ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâèë
CP n#CP n â âèäå äâîéíîãî ÷àñòíîãî. Òîòàðî ïîêàçàë â ðàáîòå [31],
÷òî è CP n#CP n ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê äâîéíîå ÷àñòíîå. Â
ðàçìåðíîñòè 6 èì æå áûëî ïîñòðîåíî áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî
ãîìîòîïè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíûõ äâîéíûõ ÷àñòíûõ ([32]).

Ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò ÷åòûðå òèïà äèôôåîìîðôèçìà ïÿòèìåð-
íûõ îäíîñâÿçíûõ äâîéíûõ ÷àñòíûõ ãðóïï Ëè:

1) ñôåðà S5;
2) ïðîèçâåäåíèå ñôåð S2 × S3;
3) ìíîãîîáðàçèå Âó X−1 = SU(3)/SO(3);
4) ìíîãîîáðàçèå X∞.
Ìíîãîîáðàçèÿ X−1 è X∞ ïîëó÷àþòñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ñêëåéêàõ äâóõ

ýêçåìïëÿðîâ íåòðèâèàëüíîãî òðåõìåðíîãî ðàññëîåíèÿ íàä S2 ïî îá-
ùåé ãðàíèöå CP 2#CP 2. Ìíîãîîáðàçèå Âó õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâè-
åì H2(X−1) = Z2, à X∞ � óñëîâèÿìè H∗(X∞) = H∗(S2 × S3) è
w2(X∞) 6= 0. Â ýòîì ñïèñêå òîëüêî X∞ íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì
ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ íèæå. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2, â ðàç-
ìåðíîñòè 5 èìååòñÿ ëèøü äâà ðàöèîíàëüíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ òèïà îä-
íîñâÿçíûõ äâîéíûõ ÷àñòíûõ. Ìû ôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìûå ðåçóëü-
òàòû è ðàññìàòðèâàåì îáà ñëó÷àÿ. Çàìåòèì, ÷òî íàø ñïèñîê äâîéíûõ
÷àñòíûõ ñîâïàäàåò ñî ñïèñêîì ýëëèïòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ýòîé ðàç-
ìåðíîñòè ([27]).

2.2 Íåîáõîäèìûå êëàññèôèêàöèîííûå ðåçóëüòàòû

Âñÿêîå îäíîñâÿçíîå äâîéíîå ÷àñòíîå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíî ýëëèïòè÷å-
ñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2 (ï.1.4), â ðàçìåðíîñòè 5

32



èìååòñÿ ëèøü äâà ðàöèîíàëüíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ òèïà ðàöèîíàëüíî
ýëëèïòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé: S5 è S2 × S3.

Ïóñòü M = G//H � äâîéíîå ÷àñòíîå, ãäå G � êîìïàêòíàÿ ãðóïïà
Ëè. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî H äåéñòâóåò ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî ãîìî-
ìîðôèçìà H → G×G. Äèàãîíàëüíî âëîæåííûé öåíòð ãðóïïû G

∆Z(G) = {(z, z)|z ∈ Z(G)},

î÷åâèäíî, äåéñòâóåò íà G òðèâèàëüíî. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
äåéñòâèå H çàäàíî ïðè ïîìîùè ãîìîìîðôèçìà H → (G×G)/∆Z(G).

Âñÿêàÿ êîìïàêòíàÿ àëãåáðà Ëè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
åå öåíòðà è êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòûõ ïîäàëãåáð, ïîýòîìó âñÿêàÿ êîì-
ïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè G ïðåäñòàâèìà â âèäå

G = G0 ×G1 × . . .×Gn,

ãäå G0
∼= Tm � öåíòð ãðóïïû, à êàæäàÿ èç ãðóïï Gi, 1 6 i 6 n, íà-

êðûâàåòñÿ ïðîñòîé ãðóïïîé Ëè. Îäíîñâÿçíóþ íàêðûâàþùóþ ãðóïïû
Gi áóäåì íàçûâàòü ïðîñòûì ôàêòîðîì ãðóïïû G.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàöèîíàëüíî-ãîìîòîïè÷åñêóþ òî÷íóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññëîåíèÿ H → G → M = G/H, ïîëüçóÿñü äëÿ
ñóæåíèÿ êðóãà âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ G è H êëàññèôèêàöèîííûìè
ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû Òîòàðî [31], êîòîðûå ïðèâîäÿòñÿ íèæå.

Ïîñêîëüêó îäíî è òî æå ìíîãîîáðàçèå ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïîñî-
áàìè ïðåäñòàâèòü â âèäå äâîéíîãî ÷àñòíîãî, ïåðâîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ
ñîêðàùåíèå ÷èñëà ýòèõ ñïîñîáîâ. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò íåêî-
òîðûé ¾ìèíèìàëüíûé¿, õîòÿ è ïî-ïðåæíåìó íåîäíîçíà÷íûé, âèä çà-
ïèñè ìíîãîîáðàçèÿ êàê äâîéíîãî ÷àñòíîãî.

Ëåììà II ([31]). Âñÿêîå îäíîñâÿçíîå äâîéíîå ÷àñòíîå M ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå M = G//H, ãäå ãðóïïà G îäíîñâÿçíà, ãðóïïà H

ñâÿçíà, à äåéñòâèå çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè ãîìîìîðôèçìà H → (G ×
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G)/∆Z, ãäå ∆Z ⊂ G × G � äèàãîíàëüíî âëîæåííûé öåíòð ãðóïïû
G. Ãðóïïà (G×G)/∆Z äâóñòîðîííå äåéñòâóåò íà G :

(g1z, g2z)g = g1gg−1
2 .

Ïðè ýòîì G è H ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî H íå áóäåò äåéñòâîâàòü
òðàíçèòèâíî íè íà êàêîì ïðîñòîì ôàêòîðå Gi ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � îäíîñâÿçíîå äâîéíîå ÷àñòíîå, ïðåäñòàâ-
ëåííîå â âèäå äâîéíîãî ÷àñòíîãî G//H íåêîòîðûõ ãðóïï G è H. Ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî H äåéñòâóåò äâóñòîðîííå íà G ïðè ïîìîùè íåêîòîðî-
ãî ãîìîìîðôèçìà H → (G × G)/∆Z(G). Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå M

ñâÿçíî, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G è H ñâÿçíû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå G

è H ìîæíî çàìåíèòü íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû åäèíèöû G0, H0. Òî÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññëîåíèÿ ñîäåðæèò îòðåçîê

π1H → π1G → π1M = 0,

êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå π1H → π1G ñþðúåêòèâíî. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç C åãî ÿäðî. Ýòî êîíå÷íîïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà.
Ïóñòü G̃, H̃ � óíèâåðñàëüíûå íàêðûâàþùèå ãðóïï G è H ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà G̃ = KG×Rm, H̃ = KH×Rn, ãäå KG, KH � êîìïàêòíûå
îäíîñâÿçíûå ãðóïïû. Ïðè ýòîì π1H îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ÿäðîì íàêðû-
òèÿ H̃ → H, òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü C ⊂ π1H öåíòðàëüíîé ïîäãðóïïîé
â H̃. Ãîìîìîðôèçì H → (G×G)/∆Z(G) ïîäíèìàåòñÿ äî ãîìîìîðôèç-
ìà H̃ → G̃ × G̃. Îïðåäåëåííîå ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíåãî ãîìîìîðôèçìà
äåéñòâèå H̃ íà G̃ òðèâèàëüíî íà ïîäãðóïïå C ⊂ H, à äåéñòâèå H̃/C

ñâîáîäíî íà G, ïðè ýòîì M = G̃/(H̃/C).
Ïîñêîëüêó G̃ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì êîìïàêòíîé ãðóïïû KG è Rm,

òî äåéñòâèå H̃/C íà G ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äåéñòâèé ïî îòäåëüíî-
ñòè íà KG è íà Rm. Äåéñòâèå H̃/C íà Rm, êîòîðîå çàäàåòñÿ ñäâèãàìè,
äîëæíî áûòü òðàíçèòèâíûì, òàê êàê M êîìïàêòíî, è ãðóïïà H̃/C

34



ñâÿçíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L ÿäðî ýòîãî äåéñòâèÿ, òî åñòü ïîäãðóïïó â
H̃/C, äåéñòâóþùóþ òðèâèàëüíî íà Rm. Ïîñêîëüêó äåéñòâèå H̃/C íà
âñåì G̃ = KG×Rm ñâîáîäíî, òî äåéñòâèå L íà KG äîëæíî áûòü ñâîáîä-
íî. Òîãäà M = KG/L. Îòðåçîê äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

π1M → π0L → π0KG

ïîêàçûâàåò, ÷òî L ñâÿçíî. Èòàê, M ïðåäñòàâëåíî â âèäå G′//H ′, ãäå
G′ � îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè, H ′ � ñâÿçíàÿ ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ ïðè
ïîìîùè ãîìîìîðôèçìà H ′ → (G′ ×G′)/∆Z(G′).

Ïóñòü êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè K äåéñòâóåò íà ìíîãîîáðàçèÿõ X1 è
X2 òàê, ÷òî äåéñòâèå íà X2 òðàíçèòèâíî è ñâîáîäíî íà ïðîèçâåäåíèè
X1×X2. Îáîçíà÷èì S ⊂ H ñòàáèëèçàòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ X2.
Òîãäà X1 ×X2 äèôôåîìîðôíî X1/S. Ïðèìåíÿÿ ýòî çàìå÷àíèå ïîî÷å-
ðåäíî êî âñåì ïðîñòûì ôàêòîðàì ãðóïïû G, íà êîòîðûõ H äåéñòâóåò
òðàíçèòèâíî, ìû ìîæåì îòáðîñèòü èõ âñå, êàæäûé ðàç çàìåíÿÿ H íà
ïîäãðóïïó, è ñâåñòè ñèòóàöèþ ê ñëó÷àþ, êîãäà H íå äåéñòâóåò òðàíçè-
òèâíî íè íà îäíîì ïðîñòîì ôàêòîðå ãðóïïû G.

Çàïèñü G//H äàëåå áóäåò îçíà÷àòü èìåííî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå äâîé-
íîãî ÷àñòíîãî.

Ïðîñòàÿ ãðóïïà Ëè èìååò íåòðèâèàëüíûå ðàöèîíàëüíûå ãîìîòîïè-
÷åñêèå ãðóïïû òîëüêî â íå÷åòíûõ ðàçìåðíîñòÿõ. Ïîýòîìó ðàöèîíàëü-
íî-ãîìîòîïè÷åñêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññëîåíèÿ H → G →
M = G//H ðàñïàäàåòñÿ íà îòðåçêè âèäà

0 → πQ2dM
∂∗−→ πQ2d−1H

i∗−→ πQ2d−1G
p∗−→ πQ2d−1M → 0.

Ìû îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì πQk X ãðóïïó πkX⊗Q. Îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà G

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì G1 × . . .×Gn ïðîñòûõ ãðóïï Ëè. Ïîýòîìó

πQ2d−1G = πQ2d−1G1 ⊕ . . .⊕ πQ2d−1Gn.
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Ýòî ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ñèòóàöèþ îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ôàê-
òîðà Gi ïðè ïîìîùè ïðîåêöèè äåéñòâèÿ H íà ýòîò ôàêòîð. Ïîêàçà-
òåëÿìè ãðóïïû Ëè G íàçûâàþòñÿ öåëûå ÷èñëà d, òàêèå, ÷òî ãðóïïà
πQ2d−1G íåòðèâèàëüíà (ñ êðàòíîñòÿìè). Ïîêàçàòåëè ïðîñòûõ ãðóïï èç-
âåñòíû è ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2: Ïîêàçàòåëè ïðîñòûõ ãðóïï Ëè

g G Ïîêàçàòåëè

Am SU(m + 1) 2, 3, 4, . . . ,m + 1

Bm SO(2m + 1) 2, 4, 6, . . . , 2m

Cm Sp(n) 2, 4, 6, . . . , 2m

Dm SO(2n) 2, 4, 6, . . . , 2m− 2; m

g2 G2 2, 6

f4 F4 2, 6, 8, 12

e6 E6 2, 5, 6, 8, 9, 12

e7 E7 2, 6, 8, 10, 12, 14, 18

e8 E8 2, 8, 12, 14, 18, 20, 24, 30

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòîé ôàêòîð Gi ãðóïïû G âíîñèò â M

ïîêàçàòåëü d, åñëè ãîìîìîðôèçì p∗ : πQ2d−1Gi → πQ2d−1M íåòðèâèàëåí,
òî åñòü ãîìîìîðôèçì i∗ : πQ2d−1H → πQ2d−1Gi íå ñþðüåêòèâåí. Îñîáåííî
èíòåðåñíû ñòàðøèå ïîêàçàòåëè.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà III ([6]). Ïóñòü ρ : H → G � íåòðèâèàëüíûé ãîìîìîðôèçì
îäíîñâÿçíûõ ïðîñòûõ ãðóïï. Òîãäà ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü d(H)

ãðóïïû H íå ïðåâîñõîäèò ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ d(G) ãðóïïû G.
Åñëè äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, òî ëèáî ρ � èçîìîðôèçì, ëèáî G/H

åñòü îäíî èç îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ Spin(2n) = Spin(2n) ïðè n > 4,
SU(2n)/Sp(n) ïðè n > 2, Spin(7)/G2, Spin(8)/G2 èëè E6/F4.
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Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò è íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ,
äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà III ([31]). Ïóñòü M = G//H � îäíîñâÿçíîå äâîéíîå
÷àñòíîå, çàïèñàííîå ñîãëàñíî ëåììå II. Êàæäûé ïðîñòîé ôàêòîð G1

ãðóïïû G âíîñèò â M ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ïîêàçàòåëü d. Âåðíî îäíî
èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
1) G1 âíîñèò â M ñòàðøèé ïîêàçàòåëü d,
2) G1 âíîñèò â M âòîðîé ïî âåëè÷èíå ïîêàçàòåëü d, ïðè÷åì â ýòîì
ñëó÷àå ó ãðóïïû H èìååòñÿ ïðîñòîé ôàêòîð H1, êîòîðûé äåéñòâó-
åò òîëüêî ñ îäíîé ñòîðîíû G, òàê ÷òî G1/H1 èçîìîðôíî îäíîìó
èç îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ SU(2n)/Sp(2n), n > 2, Spin(7)/G2 = S7,
Spin(8)/G2 = S7×S7, èëè E6/F4. Ïîêàçàòåëü d åñòü ñîîòâåòñòâåí-
íî 2n− 1, 4, 4 èëè 9. (Â ñëó÷àå G1 = Spin(8) óòâåðæäàåòñÿ òîëüêî,
÷òî G1 âíîñèò â M ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ïîêàçàòåëü 4.)
3) G1 èçîìîðôåí Spin(2n), n > 4 âíîñèò â M ïîêàçàòåëü n, ïðè÷åì
ó ãðóïïû H èìååòñÿ ïðîñòîé ôàêòîð H1 > Spin(2n − 1), êîòîðûé
äåéñòâóåò òîëüêî ñ îäíîé ñòîðîíû G ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîãî âëî-
æåíèÿ, òàê ÷òî G1/H1 èçîìîðôíî S2n−1.
4) G1 èçîìîðôåí SU(2n + 1) âíîñèò â M ñòåïåíè 2, 4, 6, . . . , 2n ïðè-
÷åì ó ãðóïïû H èìååòñÿ ïðîñòîé ôàêòîð H1

∼= SU (2n+1), êîòîðûé
äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: h(g) = hgh>.

Äëÿ ãîìîìîðôèçìà H → G ïðîñòûõ ãðóïï Ëè èíäåêñîì Äûíêè-
íà íàçûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî, çàäàþùåå ãîìîìîðôèçì π3H → π3G (îáå
ãðóïïû êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíû Z).

Ëåììà IV ([31]). Ïóñòü H → G � íåòðèâèàëüíûé ãîìîìîðôèçì
ãðóïï Ëè, òàêîé, ÷òî ñòàðøèé ïîêàçàòåëü H ñòðîãî ìåíüøå ñòàð-
øåãî ïîêàçàòåëÿ G è íå ìåíüøå âòîðîãî ïî âåëè÷èíå ïîêàçàòåëÿ G.
Òîãäà G/H èçîìîðôíî îäíîìó èç îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ
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SU(n)/SU(n− 1) = S2n−1, n > 3,
Sp(n)/Sp(n− 1) = S4n−1, n > 2,
Spin(2n + 1)/Spin(2n) = S2n, n > 3,
Spin(2n + 1)/Spin(2n− 1) = UT (S2n), n > 3,
Sp(2)/SU(2) = UT (S4), Sp(4)/SU(2), SU(3)/SO(3),
Spin(9)/Spin(7) = S15, ãäå ïðåäñòàâëåíèå Spin(7) ñïèíîðíî,
G2/SU(3) = S6, G2/SU(2) = UT (S6),
G2/SU(2), ãäå SU(3) èìååò èíäåêñ Äûíêèíà 3,
G2/SO(3), ãäå SO(3) èìååò èíäåêñ Äûíêèíà 4,
G2/SO(3), ãäå SO(3) èìååò èíäåêñ Äûíêèíà 28,
F1/Spin(9) = CaP 2;

äàëåå,
Spin(2n)/Spin(2n− 2) = UT (S2n−1), n > 4,
Spin(2n)/Spin(2n− 3), n > 4,
SU(2n + 1)/Sp(n), n > 2,
SU(2n + 1)/SO(2n + 1), n > 2,
Spin(10)/Spin(7), ãäå ïðåäñòàâëåíèå Spin(7) ñïèíîðíî,
SU(7)/G2,
Spin(9)/G2,
Spin(10)/G2.
Äëÿ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ G/H â ïåðâîé ÷àñòè ñïèñêà ãðóï-

ïà G èìååò åäèíñòâåííûé ïîêàçàòåëü, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïîêàçàòåëåì
ãðóïïû H, äëÿ ïðîñòðàíñòâ âî âòîðîé ÷àñòè � áîëåå îäíîãî òàêîãî
ïîêàçàòåëÿ.

Ëåììà IV ïîçâîëÿåò ïåðå÷èñëèòü âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ïðîñòûõ
ôàêòîðîâ ãðóïïû G, êîòîðûå âíîñÿò â M = G//H òîëüêî ñòàðøèé
ïîêàçàòåëü.

Òåîðåìà IV ([31]). Ïóñòü M = G//H � îäíîñâÿçíîå äâîéíîå
÷àñòíîå, à G1 � ïðîñòîé ôàêòîð ãðóïïû G, âíîñÿùèé â M òîëüêî
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ñòàðøèé ïîêàçàòåëü d. Òîãäà âåðíî îäíî è ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
1) G1 èçîìîðôåí SU(2), d = 2,
2) G1 èçîìîðôåí SU(3), Sp(4) èëè G2, ïðè÷åì ó ãðóïïû H èìååòñÿ
ïðîñòîé ôàêòîð H1

∼= SU(2), äåéñòâóþùèé íåòðèâèàëüíî íà G1. Ïî-
êàçàòåëü d åñòü ñîîòâåòñòâåííî 3, 4 èëè 6,
3) ó ãðóïïû H èìååòñÿ ïðîñòîé ôàêòîð H1, äåéñòâóþùèé íåòðèâè-
àëüíî â òî÷íîñòè ñ îäíîé ñòîðîíû G1, òàê ÷òî G1/H1 ÿâëÿåòñÿ îä-
íèì èç îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ â ïåðâîé ïîëîâèíå ñïèñêà ëåììû F,
4) ó ãðóïïû H èìåþòñÿ ïðîñòûå ôàêòîðû H1 è H2, äåéñòâóþùèå ñ
ðàçíûõ ñòîðîí íà G1 îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ, ñ òî÷íîñòüþ äî
ïåðåñòàíîâêè H1 è H2:
G1 = Spin(2n), n > 4, H1 åñòü Spin(2n − 2) ëèáî Spin(2n − 3), H2

åñòü SU(n), ëèáî Sp(a) ñ 2a = n, ëèáî Spin(9) ïðè G1 = Spin(16),
d = 2n− 2; èëè
G1 = SU(2n + 1), n > 3, H1 åñòü Sp(n) ëèáî SO(2n + 1), H2 =

SU(2n− 1), d = 2n + 1; èëè
H1\G1/H2 åñòü îäíî èç ïðîñòðàíñòâ G2\Spin(10)/SU(5),
G2\Spin(9)/SU(4), G2\Spin(9)/Sp(2), G2\SU(7)/SU(5), d åñòü ñîîò-
âåòñòâåííî 8, 8, 8, 7.

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ èìåþùåéñÿ â ðàçìåðíîñòè 5 êëàññèôèêà-
öèåé çàìêíóòûõ îäíîñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèé c òî÷íîñòüþ äî äèôôåî-
ìîðôèçìà, êîòîðàÿ áûëà ïîñòðîåíà Ñìåéëîì [29] äëÿ ñëó÷àÿ ñïèí-
ìíîãîîáðàçèé è çàâåðøåíà Áàðäåíîì [10] äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Ïðèâå-
äåì ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû.

Âòîðîé êëàññ Øòèôåëÿ�Óèòíè w2(M) îäíîñâÿçíîãî ïÿòèìåðíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ M ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãîìîìîðôèçì H2(M) →
Z2. Ãðóïïà H2(M) òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ êîíå÷íî ïîðîæäåíà è â íåé
ìîæíî âûáðàòü ñïåöèàëüíûé áàçèñ òàê, ÷òî w2 íå îáðàùàåòñÿ â íóëü
òîëüêî íà îäíîì ýëåìåíòå ýòîãî áàçèñà. Ïîðÿäîê ýòîãî ýëåìåíòà åñòü
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2i, ãäå ÷èñëî i = i(M) çàâèñèò òîëüêî îò êëàññà äèôôåîìîðôèçìà
ìíîãîîáðàçèÿ M .

Ñóùåñòâóåò äâå ñåðèè X−1, X0, . . . , X∞ è M2, . . . , M∞ îäíîñâÿçíûõ
ïÿòèìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèìè óñ-
ëîâèÿìè:
1) H2(X−1) = Z2, X0 = S5, H2(Xj) = Z2j ⊕ Z2j ïðè 0 < j < ∞, è
H2(X∞) = Z,
2) H2(Mk) = Zk ⊕ Zk ïðè 1 < k < ∞. M∞ = S2 × S3,
3) i(Mk) = 0 äëÿ âñåõ k, i(Xj) 6= 0 ïðè ëþáîì j 6= 0.

Òåîðåìà V (Áàðäåí, [10]). Êëàññ äèôôåîìîðôèçìà îäíîñâÿçíîãî
ïÿòèìåðíîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ M âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ H2(M)

è i(M). Êðîìå òîãî, èìååòñÿ îäíîçíà÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

M = Xj#Mk1
# . . . #Mks

,

ãäå −1 6 j 6 ∞, 0 6 s, 1 < k1 è äëÿ ëþáîãî i ki äåëèò ki+1 ëèáî
ki+1 = ∞.

2.3 Ñëó÷àé S5

Ïóñòü M = G//H èìååò ðàöèîíàëüíî-ãîìîòîïè÷åñêèé òèï S5. Âñå ðà-
öèîíàëüíûå ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êðîìå
πQ5 M = Q, òðèâèàëüíû. Èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññëîåíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå πQ2d−1H → πQ2d−1G íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèç-
ìîì òîëüêî ïðè d = 3, ïîýòîìó G âíîñèò â M åäèíñòâåííûé ïîêà-
çàòåëü 3, à çíà÷èò, G � ïðîñòàÿ ãðóïïà. Èç òåîðåì III è IV ñëåäó-
åò, ÷òî G åñòü ëèáî SU(3), ëèáî SU(4), ïðè÷åì â ïåðâîì ñëó÷àå H

èìååò ïðîñòîé ôàêòîð SU(2), à âî âòîðîì � ïðîñòîé ôàêòîð Sp(2),
äåéñòâóþùèé â òî÷íîñòè ñ îäíîé ñòîðîíû. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæ-
íûå âàðèàíòû èñ÷åðïûâàþòñÿ ñïèñêîì: SU(3)//SU(2), SU(4)/Sp(2) è
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SU(3)//(SU(2)/Z2) = SU(3)//SO(3) (ãðóïïà Sp(2)/Z2
∼= SO(5) íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé SU(4)).
Åñëè îäíîñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå èìååò âèä M = G//H, ãäå G =

SU(3), H = SO(3), òî π2G = π1G = 0, à π1H = Z2. Ïîýòîìó π2M =

H2(M) = Z2. Ñîãëàñíî òåîðåìå V, ñðåäè îäíîñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèé
ðàçìåðíîñòè ïÿòü ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåî-
ìîðôèçìà ìíîãîîáðàçèå X−1 ñ H2(X−1) = Z2. Îíî íàçûâàåòñÿ ìíîãî-
îáðàçèåì Âó è ïîëó÷àåòñÿ èç äâóõ ýêçåìïëÿðîâ íåòðèâèàëüíîãî òðåõ-
ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ F íàä S2 ïðè íåêîòîðîé ñêëåéêå ïî îáùåé ãðàíèöå
∂F(i) = CP 2#CP 2. Òàêèì îáðàçîì, M äèôôåîìîðôíî X−1.

Ìíîãîîáðàçèÿ SU(3)//SU(2) è SU(4)/Sp(2) äèôôåîìîðôíû S5 âíå
çàâèñèìîñòè îò âèäà äåéñòâèÿ, êàê ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç òåîðåìû V.

2.4 Ñëó÷àé S2 × S3

Ïóñòü M èìååò ðàöèîíàëüíûé ãîìîòîïè÷åñêèé òèï S2 × S3. Òîãäà
πQ2 M = Q, πQ3 M = Q⊕Q. Èç äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ðàññëîåíèÿ ïîëó÷àåì èçîìîðôèçì πQ1 H ∼= Q è êîðîòêóþ òî÷íóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → πQ3 H
i∗−→ πQ3 G

p∗−→ πQ3 M ∼= Q⊕Q→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, H ñîäåðæèò àáåëåâ ôàêòîð S1, à G âíîñèò â M äâà
ïîêàçàòåëÿ 2, ïîýòîìó G = G1×G2, ãäå Gi � ïðîñòûå ãðóïïû. Êàæäàÿ
èç íèõ èçîìîðôíà ëèáî SU(2), ëèáî SU(3), ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
ó H èìååòñÿ ïðîñòîé ôàêòîð Hi

∼= SU(3). Èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè
âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:
1) M =

(
SU(2)× SU(2)

)
/S1;

2) M =
(
SU(3)× SU(3)

)
/H, ãäå H èìååò ïðîñòûå ôàêòîðû S1 è H ′ ∼=

SU(3).
Îäíàêî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ó H äîëæíû èìåòüñÿ åùå ïðîñòûå ôàê-

òîðû ñóììàðíîé ðàçìåðíîñòè äâà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ πQ1 H ∼= Q.
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Èòàê, âñÿêîå ïÿòèìåðíîå äâîéíîå ÷àñòíîå, èìåþùåå ðàöèîíàëüíûé
ãîìîòîïè÷åñêèé òèï S2 × S3, èìååò âèä M = G//U , ãäå G = S3 × S3,
à U = S1 äåéñòâóåò ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî ãîìîìîðôèçìà S1 →
G2/∆Z(G). Òàê êàê Z(G) êîíå÷íà, òî ýòîò ãîìîìîðôèçì ïîäíèìà-
åòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà U → G2, òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü S1 çàìêíóòîé
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïîé G×G, êîòîðàÿ äåéñòâóåò ñâîáîäíî.

Ìû çíàåì, ÷òî H∗(M ;Q) = H∗(S2 × S3). Ðàññìàòðèâàÿ ñïåêòðàëü-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññëîåíèÿ S1 → G → M , ìîæíî óáåäèòüñÿ,
÷òî ãîìîëîãèè M íå èìåþò êðó÷åíèÿ. Ñîãëàñíî òåîðåìå V ñóùåñòâóåò
ëèøü äâà òèïà äèôôåîìîðôèçìà îäíîñâÿçíûõ ïÿòèìåðíûõ ìíîãîîá-
ðàçèé ñ H2(M ;Z) = Z. Îíè ðàçëè÷àþòñÿ âòîðûì êëàññîì Øòèôåëÿ�
Óèòíè w2(M): ïðè w2 = 0 ïîëó÷àåì S2×S3, à ïðè w2 6= 0 ìíîãîîáðàçèå
X∞, ÿâëÿþùååñÿ, êàê è ìíîãîîáðàçèå Âó, ñêëåéêîé äâóõ ýêçåìïëÿ-
ðîâ íåòðèâèàëüíîãî òðåõìåðíîãî ðàññëîåíèÿ íàä S2 ïî îáùåé ãðàíèöå
CP 2#CP 2.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ìíîãîîáðàçèå X∞ ÿâëÿåòñÿ äâîéíûì ÷àñòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñâîáîäíîå äåéñòâèå îêðóæíîñòè íà
S3×S3, ñîñòàâëåííîå èç ñâîáîäíîãî äåéñòâèÿ íà ïåðâîé S3 è ïîâîðîòà
â ïîñëåäíèõ äâóõ êîîðäèíàòàõ íà âòîðîé. Ýòî äâóñòîðîííåå äåéñòâèå:
ïîâîðîò çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (ìû îòîæäåñòâëÿåì S3 ñ SU(2))

eiϕ


 z w

−w z


 = Y


 z w

−w z


 Y −1 =


 z e2iϕw

−e2iϕw z


 ,

ãäå

Y = Y (eiϕ) =


 eiϕ 0

0 e−iϕ


 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M = (S3×S3)//S1 ñîîòâåòñòâóþùåå äâîéíîå ÷àñò-
íîå. Ðàññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå Ñ â S3 × S3, êîòîðîå çàäàåòñÿ â
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êîîðäèíàòàõ (z, w) óñëîâèåì Re z = 0. Ñ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ îêðóæíîñòè, êîòîðîå ñâîáîäíî íà íåì. Åãî ôàêòîð N ïî ýòî-
ìó äåéñòâèþ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â M . Äåéñòâèå
îêðóæíîñòè íà Ñ = S3 × S2 ñâîáîäíî íà ïåðâîì ñîìíîæèòåëå S3.
Ïðîåêöèÿ íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü � äâóìåðíóþ ñôåðó S2 � îðáèòû
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (x, y) ∈ S3×S2, ãäå y íå ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì S2, åñòü
äâàæäû ïðîéäåííàÿ ïàðàëëåëü. Çíà÷èò, îðáèòà òàêîé òî÷êè â S3× S2

ñîäåðæèò ðîâíî äâà ïðåäñòàâèòåëÿ âèäà (±x′, y′), ãäå y′ ∈ S2 ïðèíàä-
ëåæèò ôèêñèðîâàííîìó çàðàíåå ìåðèäèàíó I. Ïîýòîìó N = Ñ//S1

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäð RP 3 × I ñ íåêîòîðûì îòîæäåñòâëåíèåì,
à èìåííî, íà îáîèõ îñíîâàíèÿõ öèëèíäðà ïðèêëååíî ïî îäíîìó ýêçåì-
ïëÿðó S2 = CP 1 ïî îòîáðàæåíèþ Õîïôà RP 3 → CP 1.

Çàìåòèì, ÷òî öèëèíäð S3 × I ñ àíàëîãè÷íûì îòîæäåñòâëåíèåì ïî
îòîáðàæåíèþ Õîïôà h : S3 → CP 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçíóþ ñóììó
Q = CP 2#CP 2, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ S2-ðàññëîåíèåì íàä S2 = CP 1. Ïðî-
åêöèÿ â ýòîì ðàññëîåíèè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (x, t) 7→ h(x) äëÿ x ∈ S3,
0 < t < 1. N ïîëó÷àåòñÿ èç Q ôàêòîðèçàöèåé ïî àíòèïîäàëüíîé èí-
âîëþöèè â êàæäîé îêðóæíîñòè S1

t,y = {(x, t)|p(x) = y}, 0 < t < 1,
y ∈ S2. Ïîýòîìó N òîïîëîãè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò Q.

Èçâåñòíî, ÷òî w2(Q) 6= 0 (ñì., íàïðèìåð, [4, ëåììà 1.3]). Ïîêàæåì,
÷òî åñëè ìíîãîîáðàçèå M ñîäåðæèò îðèåíòèðóåìîå ïîäìíîãîîáðàçèå
Q êîðàçìåðíîñòè îäèí ñ w2(Q) 6= 0, òî M ñàìî èìååò íåòðèâèàëüíûé
âòîðîé êëàññ Øòèôåëÿ�Óèòíè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç i : Q → M âëîæåíèå.
Ñóæåíèå TM |Q ÿâëÿåòñÿ ñóììîé Óèòíè

TM |Q = TQ⊕ νQ,

ãäå ÷åðåç νQ îáîçíà÷åíî îäíîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîäìíîãî-
îáðàçèÿ Q ⊂ M . Ïî ôîðìóëå Óèòíè,

w2(TM |Q) = w2(Q) + w1(Q) ∪ w1(TQ) + w2(νQ),
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ãäå wk � êëàññû Øòèôåëÿ�Óèòíè è wk(Q) = wk(TQ). Òàê êàê Q

îðèåíòèðóåìî, òî w1(Q) = 0. Ðàññëîåíèå νQ îäíîìåðíî è ïîýòîìó
w2(νQ) = 0. Èìååì i∗(w2(M)) = w2(TM |Q) = w2(Q) 6= 0, ñëåäîâàòåëü-
íî w2(M) 6= 0. Äëÿ M = (S3×S3)//S1 ýòî çíà÷èò, ñîãëàñíî òåîðåìå V,
÷òî M äèôôåîìîðôíî X∞.

Ìíîãîîáðàçèå X∞ íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì, êàê ñëå-
äóåò èç êëàññèôèêàöèè ïÿòèìåðíûõ îäíîðîäíûõ ýéíøòåéíîâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè ïÿòü ([9]).

Ïðèâåäåì íåïîñðåäñòâåííîå ðàññóæäåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X∞
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîìó îäíîðîäíîìó ïðîñòðàíñòâó
M = G/H êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè G. Ãðóïïû G è H ìîæíî ñ÷èòàòü
ñâÿçíûìè. Èçâåñòíî [12], ÷òî äëÿ ëþáîé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè π2 = 0

è π3 = Zk, ãäå k � ÷èñëî ïðîñòûõ ôàêòîðîâ â àëãåáðå Ëè. Òàê êàê
π2X∞ = Z, òî èç äëèííîé òî÷íîé ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ðàññëîåíèÿ H → G → M ïîëó÷àåì êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

0 → Z→ π1H → π1G → 0, (∗)
òî åñòü ðàíã π1H íà åäèíèöó áîëüøå ðàíãà π1G. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî àëãåáðû Ëè ãðóïï G è H èìåþò âèä

g = g1 ⊕ Rm, h = h1 ⊕ Rm+1

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå g1, h1 � ïîëóïðîñòûå àëãåáðû. Ïóñòü G̃1 � îäíî-
ñâÿçíàÿ ãðóïïà ñ àëãåáðîé g1. Îáîçíà÷èì G̃ = G̃1 × Tm, ãäå Tm � m-
ìåðíûé òîð. Òîãäà èìååòñÿ íàêðûòèå p : G̃ → G. Ïóñòü H̃ = p−1(H).
Åñòåñòâåííî îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå G̃/H̃ → G/H ÿâëÿåòñÿ, êàê
íåòðóäíî ïðîâåðèòü, äèôôåîìîðôèçìîì. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

M = G/H, G = G1 × Tm, H = H1 × Tm+1,

ãäå G1 è H1 � îäíîñâÿçíûå ãðóïïû ñ àëãåáðàìè Ëè g1 è h1 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Î÷åâèäíî, h1 ⊂ g1, òàê êàê àëãåáðà h1 ïîëóïðîñòà. Ñ äðóãîé
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ñòîðîíû, êàê ïîêàçûâàåò (∗), îòîáðàæåíèå π1H → π1G ÿâëÿåòñÿ ýïè-
ìîðôèçìîì, π1T

m+1 èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ â π1H, à π1G = π1T
m.

Ïîýòîìó ïðîåêöèÿ òîðà Tm+1 ⊂ H íà âòîðîé ìíîæèòåëü Tm â G ÿâ-
ëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíîé. Òàêèì îáðàçîì, g1 ∩ h = h1 × R. Îáîçíà÷èì
H ′ = exp(h1 × R). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå èç G1/H

′ →
G/H, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé gH ′ → (g, e)H, åñòü äèôôåîìîðôèçì.
Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

M = G/H, G = G1, H = H1 × S1,

ãäå ãðóïïû Ëè G1, H1 èìåþò ïîëóïðîñòûå àëãåáðû g, h, ïðè÷åì G1

îäíîñâÿçíà.
Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññëîåíèÿ S1 → SU(2)× SU(2) → X∞

ïîêàçûâàåò, ÷òî

πqM = πqX∞ = πq(S
3 × S3) ïðè q > 3.

Òîãäà èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññëîåíèÿ H → G → M ñëåäóåò,
÷òî π3G = π3H × Z2, òî åñòü G ñîäåðæèò íà äâà ïðîñòûõ ôàêòîðà
áîëüøå, ÷åì H.

Êîìïàêòíîå îäíîðîäíîå ìíîãîîáðàçèå M = G/H ãîìîòîïè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíî X∞, ïîýòîìó M ïÿòèìåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî ãðóïïà
èçîòðîïèè H = H1×S1 ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé O(5). Ïîñêîëüêó ðàíã ïî-
ñëåäíåé åñòü 2, òî ðàíã H1 íå ïðåâûøàåò 1. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíû
äâà ñëó÷àÿ:

h1 = 0, h1 = A1.

Ðàçìåðíîñòü G äîëæíà áûòü ñîîòâåòñòâåííî 6 è 9, ïðè÷åì G äîëæíà
áûòü îäíîñâÿçíîé è èìåòü íà äâà ïðîñòûõ ôàêòîðà áîëüøå, ÷åì H.
Ïîëó÷àåì äëÿ äâóõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ àëãåáðû h ñîîòâåòñòâåííî
ñëó÷àè

G = SU(2)× SU(2), G = SU(2)× SU(2)× SU(2).
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Ðàçáåðåì âîçìîæíûå êîìáèíàöèè.
1. G = SU(2) × SU(2), H = U(1). Ïîäãðóïïà H îáÿçàíà ëåæàòü

â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì òîðå ãðóïïû G. Ôàêòîðû G ïî ñîïðÿæåí-
íûì ïîäãðóïïàì äèôôåîìîðôíû. Âñå ìàêñèìàëüíûå òîðû ñîïðÿæåíû
äðóã äðóãó, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî H ⊂ T ×T , ãäå T = S1×S1 �
ìàêñèìàëüíûé òîð äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö. Ìîæíî ñ÷èòàòü, òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òî M = G/H, ãäå âëîæåíèå H ⊂ SU(2)× SU(2) îïðåäåëÿåòñÿ
îòîáðàæåíèåì

eiϕ 7→





 eimϕ 0

0 e−imϕ


 ,


 einϕ 0

0 e−inϕ





 (5)

ãäå n,m ∈ Z âçàèìíî ïðîñòû ëèáî îäèí èç íèõ ðàâåí íóëþ.
Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TG òðèâèàëüíî: TG = G × g. Êàñàòåëü-

íîå ïðîñòðàíñòâî g = su(2) ⊕ su(2) â åäèíèöå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ h ⊕ p, ãäå ïîäïðîñòðàíñòâî h = R êàñàòåëüíî
ê H ⊂ G, à ïîäïðîñòðàíñòâî p ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì
h îòíîñèòåëüíî äâóñòîðîííå èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà G.

Ïóñòü X � êàñàòåëüíûé âåêòîð. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç gX è Xg

ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðà dLg(X), dRg(X), ãäå Lg, Rg � îòîáðàæåíèÿ
ëåâîãî è ïðàâîãî ñäâèãà íà ýëåìåíò g.

Ðàññìîòðèì â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TG ê ãðóïïå G ïîäðàññëî-
åíèå P , ñîñòîÿùåå èç ïàð âèäà (g, V ), ãäå g ∈ G, à âåêòîð V îðòîãî-
íàëåí êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó ê îðáèòå òî÷êè g. Òàê êàê ìåòðèêà
èíâàðèàíòíà, òî âñÿêèé ýëåìåíò P èìååò âèä (g, gX), ãäå e � åäèíèöà
ãðóïïû G, X = g−1V ∈ p. Îòîáðàæåíèå P → G×p, (g, V ) 7→ (g, g−1V )

çàäàåò òðèâèàëèçàöèþ P ∼= G× p. Ãðóïïà H ñâîáîäíî äåéñòâóåò â P :
ýëåìåíò h ∈ H ïåðåâîäèò ïðè ïîìîùè ïðàâîãî ñäâèãà ïàðó (g, V ) â
ïàðó (gh, V h). Åñëè V = gX , ãäå X ∈ p, òî V h = gXh = gh(h−1Xh).
Ïîýòîìó â òðèâàëèçàöèè äåéñòâèå H íà G× p äåéñòâèå çàäàåòñÿ ôîð-
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ìóëîé (g, X)h = (gh, h−1Xh). Ïðîñòðàíñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ P/H

åñòü T (G/H), ïðîåêöèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

π(g, V ) = (gH, dπG(V )) ∈ T (G/H),

ãäå πG � ïðîåêöèÿ G → G/H. Òàêèì îáðàçîì, T (G/H) → G/H åñòü
ðàññëîåíèå ñî ñëîåì R5, àññîöèèðîâàííîå ñ ãëàâíûì H-ðàññëîåíèåì
G → G/H, è ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ìíîãîîá-
ðàçèÿ M = G/H åñòü H.

Ïîäïðîñòðàíñòâî p ⊂ g = su(2)⊕ su(2) ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ âèäà




 −itn z

−z̄ itn


 ,


 itm w

−w̄ −itm





 , t ∈ R, z, w ∈ C.

Ââåäåì êîîðäèíàòû (t, z, w) â p. Äåéñòâèå X → h−1Xh ýëåìåíòà

h =





 eimϕ 0

0 e−imϕ


 ,


 einϕ 0

0 e−inϕ





 ∈ H,

ãäå n,m èç âëîæåíèÿ (5), çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(t, z, w)h = (t, ze−2imϕ, we−2inϕ).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âîçíèêàþùåå äåéñòâèå íà C2 çàäàåòñÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèåì èç Sp(2) = Spin(5). Ñëåäîâàòåëüíî, M ñïèíîðíî. Òàê êàê
H2(M) = H2(S

2×S3) = Z òî, ïî òåîðåìå V, M äèôôåîìîðôíî S2×S3.
2. G = SU(2) × SU(2) × SU(2), h = A1 × R. Òîãäà H = H1 × U(1),

ãäå H1 èìååò àëãåáðó Ëè A1. Âîçìîæíûå âëîæåíèÿ h1 = A1 â g =

A1 × A1 × A1 ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñëàãàåìûõ èìåþò âèä:

à) (id, 0, 0), á) (id, id, 0), â) (id, id, id).

à) h1 = A1 èçîìîðôíî îòîáðàæàåòñÿ íà ïåðâûé ìíîæèòåëü A1 ãðóï-
ïû G, òàê ÷òî U(1) ⊂ 1 × SU(2) × SU(2). Îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî

47



G/H äèôôåîìîðôíî (SU(2)× SU(2))/U(1), è ìû ïîëó÷àåì óæå ðàçî-
áðàííûé ñëó÷àé 1.

á) h1 = A1 äèàãîíàëüíî âëîæåíà â ïåðâûå äâà ìíîæèòåëÿ ãðóï-
ïû G, h1 ⊂ A1 × A1 × 1. Åñëè îòîæäåñòâèòü A1 ñ àëãåáðîé âåêòîðîâ
â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíî, ÷òî äèàãîíàëüíàÿ
ïîäàëãåáðà â A1 × A1 íå èìååò öåíòðàëèçàòîðà. Ïîýòîìó R ⊂ h îòîá-
ðàæàåòñÿ â òðåòèé ìíîæèòåëü. Òàêèì îáðàçîì, M åñòü ïðîèçâåäåíèå
ìíîãîîáðàçèé (S3×S3)/∆S3 è SU(2)/U(1). Ïåðâîå åñòü S3, âòîðîå åñòü
S2. Ïîýòîìó M = S3 × S2.

â) Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, äèàãîíàëüíàÿ ïîäàëãåáðà
∆1, 2, 3A1 â A1×A1×A1 íå èìååò öåíòðàëèçàòîðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò
ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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