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Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ êàæäîãî 2n ≥ 6 ïîñòðîåíû ïåðâûå ïðèìåðû
ïîëíûõ ìèíèìàëüíûõ òîðîâ â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
R3 ñ 2n ïëîñêèìè êîíöàìè.

Èçó÷åíèå ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ ïëîñêèìè êîíöàìè áûëî
èíèöèèðîâàíî Áðàéàíòîì â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì óèëëìîðîâñêèõ ïîâåðõ-
íîñòåé â R3 � ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà Óèëëìîðà

W(M) =

∫

M

H2 dµ,

ãäå H � ñðåäíÿÿ êðèâèçíà, à dµ � èíäóöèðîâàííàÿ ìåðà.
Ýòîò ôóíêöèîíàë èçó÷àëè åùå äî Óèëëìîðà Ãåðìàí êàê "ýíåðãèþ

èçãèáàíèÿ" ïîâåðõíîñòè, Áëÿøêå è Òîìñîí êàê êîíôîðìíóþ ïëîùàäü
ïîâåðõíîñòè â ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè [1, 2].

Áðàéàíò [3] ïîêàçàë, ÷òî îáðàçû ïîëíûõ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíî-
ñòåé ñ ïëîñêèìè êîíöàìè ïîä äåéñòâèåì èíâåðñèè R3 ÿâëÿþòñÿ óèëë-
ìîðîâñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè. Ïðè ýòîì ïëîñêèå êîíöû ïåðåõîäÿò â êðàò-
íóþ òî÷êó ïîâåðõíîñòè, à ôóíêöèîíàë Óèëëìîðà íà òîðå ðàâåí 4πn,

ãäå n � êðàòíîñòü òî÷êè (èëè ÷èñëî ïëîñêèõ êîíöîâ). Äåéñòâèòåëüíî,
Ãàêøòàòòåð [4] è Îññåðìàí [5] ïîêàçàëè, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∫

M K dµ = −4π(g + n − 1), ãäå K � ãàóññîâà êðèâèçíà, äëÿ ïîëíîé
ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g ñ n âëîæåííûìè êîíöàìè, à Óàéò
[6] ïîêàçàë, ÷òî ôîðìà (H2 − K) dµ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî êîí-
ôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé R3 ∪ {∞}. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
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∫
M H2 dµ = 4πn äëÿ òîðà.
Áðàéàíò òàêæå äîêàçàë, ÷òî âñå óèëëìîðîâñêèå ñôåðû ïîëó÷àþòñÿ

êàê îáðàçû ìèíèìàëüíûõ ñôåð ñ ïëîñêèìè êîíöàìè ïðè èíâåðñèè [3].
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå óèëëìîðîâñêèõ ñôåð.

Ìèíèìàëüíàÿ ñôåðà ñ îäíèì ïëîñêèì êîíöîì (n = 1) � ýòî ñòàí-
äàðòíàÿ ïëîñêîñòü. Â [7] Áðàéàíò, èñïîëüçóÿ ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé
ãåîìåòðèè, ïîêàçàë, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûõ ñôåð ñ ïëîñêèìè
êîíöàìè äëÿ n = 2, 3, 5, 7. Â [8] Ïåíã ïîñòðîèë ïðèìåðû ìèíèìàëüíûõ
ñôåð ñ n ïëîñêèìè êîíöàìè äëÿ ÷åòíîãî n ≥ 4 è äëÿ íå÷åòíîãî n ≥ 9.

Îáðàçû ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ðîäà îäèí ñ ïëîñêèìè êîíöàìè
çàäàþò êëàññ óèëëìîðîâñêèõ òîðîâ, íàçûâàåìûõ ñóïåðìèíèìàëüíû-
ìè, à äðóãèå óèëëìîðîâñêèå òîðû îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé
4-÷àñòè÷íûõ óðàâíåíèé Òîäû (ñì., íàïðèìåð, [9]).

Ñóïåðìèíèìàëüíûå òîðû îêàçàëèñü áîëåå ñëîæíûì îáúåêòîì äëÿ
èññëåäîâàíèÿ, ÷åì óèëëìîðîâñêèå ñôåðû. Äî ñèõ ïîð áûëî èçâåñòíî
ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìàëüíîãî òîðà ñ ÷åòûðüìÿ ïëîñêèìè êîíöàìè, ïî-
ñòðîåííîãî Êîñòîé [10], Êóñíåðîì è Øìèòòîì [11]. Ãëàâíîé ñëîæíî-
ñòüþ â ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíûõ òîðîâ îêàçàëàñü çàäà÷à îáíóëåíèÿ
ïåðèîäîâ � ïðîáëåìà ïåðèîäîâ. Îáúÿñíèì â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ýòà çà-
äà÷à.

Ðàññìîòðèì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü Γ ðîäà îäèí ñ ãëîáàëüíî îïðåäå-
ëåííûì ïàðàìåòðîì u. Ïóñòü ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè ψ1 è ψ2 íà óíè-
âåðñàëüíîì íàêðûòèè υ : Υ → Γ òàêèå, ÷òî ψ2

1, ψ2
2, ψ1ψ2 îïóñêàþòñÿ

íà Γ è |ψ2
1|+ |ψ2

2| 6= 0 íà Γ.

Òîãäà ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà

Φ(u) = Re
∫ u

u0

(
ψ2

1 − ψ2
2, i(ψ

2
1 + ψ2

2), 2ψ1ψ2
)

du : Υ → R3, (1)

ãäå u0 ∈ Γ � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, çàäàåò ïîëíóþ ìèíèìàëüíóþ ïî-
âåðõíîñòü â R3 (ñì., íàïðèìåð, [11, 12]). Èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà èìå-
åò âèä (|ψ2

1|+ |ψ2
2|)2 dzdz.
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Âñÿêèé ïîëíûé ìèíèìàëüíûé òîð òàêîé, ÷òî
∣∣∫ K dµ

∣∣ < ∞, ìîæåò
áûòü çàäàí ñ ïîìîùüþ ñïèíîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Âåéåðøòðàññà.

Â îäíîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ U ⊂ Γ, ãäå ψ2
1 è ψ2

2 ãîëîìîðôíû, èíòåãðàë
(1) íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ, íî ïåðèîäû

Re

∫

γ

(
ψ2

1 − ψ2
2
)

du, Im

∫

γ

(
ψ2

1 + ψ2
2
)

du, Re

∫

γ

ψ1ψ2 du, (2)

ïî íåòðèâèàëüíûì öèêëàì γ òîðà ìîãóò áûòü íåíóëåâûìè. Çàäà÷à ïîä-
áîðà ψ1 è ψ2 òàêèõ, ÷òî ïåðèîäû (2) ïî íåòðèâèàëüíûì öèêëàì òîðà
ðàâíû íóëþ (â ýòîì ñëó÷àå (1) ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì òîðà Γ) íàçûâà-
åòñÿ ïðîáëåìîé ïåðèîäîâ [13].

Ïîëþñû ôóíêöèé ψ2
1 è ψ2

2 íàçûâàþòñÿ êîíöàìè èëè âûêîëîòûìè
òî÷êàìè. Åñëè Φ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì, òî ψ2

1 è ψ2
2 èìåþò ïîëþñû òîëü-

êî âòîðîãî ïîðÿäêà. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè â âûêîëîòîé òî÷êå ïîëþñû
ψ2

1 du, ψ2
2 du è ψ1ψ2 du èìåþò íóëåâîé âû÷åò, òî êîíåö àñèìïòîòè÷åí

ïëîñêîñòè è êîíåö íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì, èíà÷å êîíåö àñèìïòîòè÷åí ïî-
âåðõíîñòè âðàùåíèÿ, ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì ãðàôèêà ëîãàðèôìè÷å-
ñêîé ôóíêöèè κ ln x, x ∈ (1,∞), äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû ëîãàðèô-
ìè÷åñêîãî ðîñòà κ ∈ (0,∞). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå êîíåö íàçûâàåòñÿ
êàòåíîèäàëüíûì [13, 11].

Ìèíèìàëüíûõ òîðîâ ñ îäíèì è äâóìÿ ïëîñêèìè êîíöàìè íå ñóùå-
ñòâóåò ïî î÷åâèäíûì ñîîáðàæåíèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè n = 1, òî òîð
ëåæèò â ïîëóïðîñòðàíñòâå. Èç òåîðåìû î ïîëóïðîñòðàíñòâå Õîôôìà-
íà è Ìèêñà [14] ñëåäóåò, ÷òî òàêèå ïîëíûå ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè
íå ñóùåñòâóþò. Øîåí [15] ïîêàçàë, ÷òî ïîëíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü ñ äâóìÿ âûêîëîòûìè òî÷êàìè ìîæåò áûòü òîëüêî êàòåíîèäîì
� ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ, çàäàííîé óðàâíåíèåì ch2 κx = κ2(y2 + z2)

äëÿ íåêîòîðîãî κ ∈ (0,∞).

Ìèíèìàëüíûå òîðû ñ òðåìÿ ïëîñêèìè êîíöàìè èññëåäîâàëè Êóñíåð
è Øìèòò [11]. Îíè íàøëè êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ïåðèîäîâ
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íà òîðàõ ñ òðåìÿ âûêîëîòûìè òî÷êàìè, íî îïóñòèëè äîêàçàòåëüñòâî
òîãî, ÷òî ïðîáëåìà ïåðèîäîâ íå ðàçðåøèìà.

Â Ãëàâå 1 íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò òðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïîë-

íûõ ðåãóëÿðíûõ ìèíèìàëüíûõ òîðîâ â R3 ñ øåñòüþ ïëîñêèìè êîí-
öàìè, êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíûõ ðèìàíîâûì ïîâåðõíîñòÿì ðîäà 1,
çàäàííûì óðàâíåíèÿìè âèäà

w2 = 4(z − p1)(z − p2)(z − p3), p1 ∈ R, p2 = p3 ∈ C, (3)

ñ âûêîëîòûìè òî÷êàìè (0, p1), (0, p2), (0, p3), ∞, (wa, a) è (−wa, a),
ãäå

a =
√
−(p1p2 + p1p3 + p2p3)/3,

wa = 2
√

(a− p1)(a− p2)(a− p3).

Â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1 ìû ðàññìàòðèâàåì ðèìàíîâû ïîâåðõíî-
ñòè Γ ðîäà îäèí ñ ãîëîìîðôíîé è àíòèãîëîìîðôíîé èíâîëþöèÿìè,
çàäàííûå â C2 óðàâíåíèåì (3) è ñïåöèàëüíûé âèä ôóíêöèé ψ1 è ψ2 :

ψ2 =
1

w
, ψ1 =

(z − a)3 + c(z − a)2 + d

b(z − a)w
, a, b, c, d ∈ R.

Â ýòîì ñëó÷àå, íàéäåí êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ïåðèîäîâ.
Ïðèâåäåì ýòîò êðèòåðèé. Ïóñòü a � îäèí èç íóëåé ïîëèíîìà P ′(z),

îïðåäåëèì ïåðèîäû ïî íåòðèâèàëüíûì öèêëàì òîðà γ1 è γ2

Σk =

∫

γ1

(z − a)k

w3 dz, Πk =

∫

γ2

(z − a)k

w3 dz, k = −2, 0, .., 4,

è ∆ � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
(

Σ3Π−2 − Σ1Π0 − Σ0Π1 + Σ−2Π3 Σ2Π−2 − 2Σ0Π0 + Σ−2Π2

Σ4Π−2 − 2Σ1Π1 + Σ−2Π4 Σ3Π−2 − Σ1Π0 − Σ0Π1 + Σ−2Π3

)
.

Ïóñòü òàêæå

c =
Σ3Π−2 − Σ1Π0 − Σ0Π1 + Σ−2Π3 −

√
∆

Σ2Π−2 − 2Σ0Π0 + Σ−2Π2
,
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d = − 1

Σ−2
(Σ1 + Σ0c),

b =

√
1

Σ−2
(Σ4 + 2cΣ3 + c2Σ2 + 2dΣ1 + 2cdΣ0 + d2Σ−2).

Òîãäà óñëîâèå
1

Σ−2

(
Σ4 + 2cΣ3 + c2Σ2 + 2dΣ1 + 2cdΣ0 + d2Σ−2

)
> 0, ∆ < 0, b ∈ R,

ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ïåðèîäîâ íà Γ.

Ìû ïðèâîäèì ïðèìåð òîðà, äëÿ êîòîðîãî êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè
ïðîáëåìû ïåðèîäîâ âûïîëíåí. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 áûëè èñ-
ïîëüçîâàíû ìåòîäû èç àíàëèçà êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé, òåîðèè ýëëèï-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Êðîìå ýòîãî, â Ãëàâå 1 ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî êëþ÷åâîãî òåõ-
íè÷åñêîãî óòâåðæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Êóñíåðà èØìèòòà
î íå ñóùåñòâîâàíèè ïîëíûõ ìèíèìàëüíûõ òîðîâ â R3 ñ òðåìÿ ïëîñêè-
ìè êîíöàìè, îïóùåííîå â èõ îðèãèíàëüíîé ðàáîòå [11].

Îáúÿñíèì, â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ýòî óòâåðæäåíèå. Êóñíåð è Øìèòò
ïîêàçàëè, ÷òî åñëè Λ = {2ω1n + 2ω2m | n,m ∈ Z} ⊂ C � ðåøåò-
êà, Im ω2

ω1
> 0, ζ(u) � ζ-ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà íà òîðå C/Λ,

∑′

� ñóììèðîâàíèå ïî íåíóëåâûì ýëåìåíòàì ðåøåòêè ω ∈ Λ è a =
2i
π (ζ(ω2)ω1 − ζ(ω1)ω2), òî óñëîâèå

{
|a|2 − |a|4 = 20a2(ω1ω2 − ω2ω1)

2∑′ 1
ω4 ;

|a| > 1,
(4)

ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ïåðèîäîâ íà òîðå C/Λ

ñ òðåìÿ ïëîñêèìè êîíöàìè. Íàìè äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå,
ñôîðìóëèðîâàííîå â [11]:

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî òîðà C/Λ óñëîâèå (4) íå âûïîëíåíî.
Â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 2 ìû îöåíèâàåì |a| è ∑′ 1

ω4 , èñïîëüçóÿ
òàê íàçûâàåìûå q-ðàçëîæåíèÿ � ðÿäû ñ ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùè-
ìè ÷ëåíàìè. Áûëà íàéäåíà îáëàñòü êîíôîðìíûõ êëàññîâ òîðîâ, ãäå
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óñëîâèå |a| > 1 íå âûïîëíåíî. Äàëåå ïîêàçàíî, ÷òî âíå ýòîé îáëàñòè
ðàâåíñòâî èç (4) íå âûïîëíåíî. Â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 2 èñïîëüçî-
âàíû ðàçëè÷íûå îöåíêè è ôàêòû èç òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ãëàâà 1 óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ï. 1.1 è ï. 1.2 ïðèâåäåíû
îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà è íåîáõîäèìûå
ôàêòû èç òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â ï. 1.3 ïðèâîäèòñÿ äîêà-
çàòåëüñòâî Òåîðåìû 1. Â ï. 1.4 äîêàçàíà Òåîðåìà 2.

Ãëàâà 2 ñîñòîèò èç ï. 2.1, ãäå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
Òåîðåìà 3. Äëÿ êàæäîãî 2n ≥ 6 ñóùåñòâóåò ïîëíûé ìèíèìàëü-

íûé òîð â R3 ñ 2n ïëîñêèìè êîíöàìè, êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíûé
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè âèäà

w2 = 4(z − p1)(z − p2)(z − p3), p1, p2, p3 ∈ R, (5)

ñ âûêîëîòûìè òî÷êàìè (0, p1), (0, p2), (0, p3), ∞ è 2n−4 âûêîëîòûìè
òî÷êàìè íà âåùåñòâåííîé îñè.

Àïðèîðè ïîñòðîåííûå òîðû ìîãóò èìåòü òî÷êè âåòâëåíèÿ, â êîòî-
ðûõ èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà âûðîæäàåòñÿ. Äëÿ ìàëîãî ÷èñëà êîíöîâ
(n = 6, 8, 10) ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ñóùåñòâóþò òîðû áåç òàêèõ òî÷åê,
õîòÿ, ïî-âèäèìîìó, ýòî âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷åòíîãî 2n.

Çàìåòèì, ÷òî êîíôîðìíûå êëàññû òîðîâ èç Òåîðåìû 1 è Òåîðåìû 3
íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3 êîíñòðóêòèâíîå. Ìû ðàññìàòðèâàåì ðè-
ìàíîâû ïîâåðõíîñòè Γ âèäà (2.4) ñ âûêîëîòûìè òî÷êàìè â òî÷êàõ âåòâ-
ëåíèÿ è íà âåùåñòâåííîé îñè.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òðåõìåðíîå (íàä C) ïðîñòðàíñòâî ìåðîìîðôíûõ
ôóíêöèé V òàêîå, ÷òî äëÿ ψ1, ψ2 ∈ V ïðåäñòàâëåíèå (1) çàäàåò ìèíè-
ìàëüíûå ïîâåðõíîñòè (ïîãðóæåíèå óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ) ñ ïëîñ-
êèìè êîíöàìè. Ýòî ïîêàçàíî â Ïðåäëîæåíèè 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòî-
äîâ òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è ëèíåéíîé àëãåáðû.
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Äàëåå ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå áàçèñà ξ1, ξ2, ξ3 ïðîñòðàíñòâà V òà-
êîãî, ÷òî ñëåäóþùèå ïåðèîäû

∫

γk

ξiξj
dz

w
= 0, i 6= j, k = 1, 2,

ãäå γ1, γ2 � áàçèñ H1(Γ,Z2), ðàâíû íóëþ. Ïîñëå ýòîãî ìû ìîæåì âûïè-
ñàòü äîñòàòî÷íîå (íî íå íåîáõîäèìîå) óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû
ïåðèîäîâ: äëÿ êàæäîãî γ = γ1, γ2 ñëåäóþùèå èíòåãðàëû

∫

γ

ξ2
1
dz

w
,

∫

γ

ξ2
2
dz

w
,

∫

γ

ξ2
3
dz

w
(6)

ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ïåðèîäîâ äëÿ íåêîòîðûõ òîðîâ äîêàçàíà

ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è àëãåáðû â Ïðåäëîæåíèè 4.

Àâòîð áëàãîäàðèò íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ È.À. Òàéìàíîâà çà ïîñòà-
íîâêó çàäà÷è è ïîëåçíûå ñîâåòû è À.Å. Ìèðîíîâà çà ïîëåçíûå îáñóæ-
äåíèÿ è ñîâåòû.
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Ãëàâà 1
Ìèíèìàëüíûå òîðû â R3

ñ ìàëûì ÷èñëîì ïëîñêèõ êîíöîâ

1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü Γ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ðîäà 1 çàäàíà â C2 óðàâíåíèåì

w2 = 4(z − p1)(z − p2)(z − p3), p1, p2, p3 ∈ C,

è γ1, γ2 � îáðàçóþùèå π1(Γ).
Ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíóþ íàêðûâàþùóþ υ : Υ → Γ. Ìåðîìîðô-

íàÿ êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ ψ íà Υ íàçûâàåòñÿ ñïèíîðîì íà òîðå Γ, åñëè
äëÿ γ : [0, 1] → Υ òàêèõ, ÷òî υ(γ) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà γ1 èëè
γ2, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ψ1(γ(0)) = ε(γ)ψ1(γ(1)), ψ2(γ(0)) = ε(γ)ψ2(γ(1)), ε(γ) = ±1.

Ðàçëè÷íûå ïàðû ÷èñåë (ε(γ1), ε(γ2)) çàäàþò ÷åòûðå ðàçëè÷íûå òàê
íàçûâàåìûå ñïèíîðíûå ñòðóêòóðû íà òîðå [11]. Ïðîèçâåäåíèÿ ñïèíî-
ðîâ ôèêñèðîâàííîé ñïèí ñòðóêòóðû ψ2

1, ψ2
2 è ψ1ψ2 îïóñêàþòñÿ íà Γ.

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì ψ2
1, ψ2

2 è ψ1ψ2 êàê ôóíêöèè íà Γ.

Ïîëíîé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè â R3 íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë ïî ïî-
âåðõíîñòè

∫
K ds, ãäå K � ãàóññîâà êðèâèçíà, ds � èíäóöèðîâàííàÿ

ìåòðèêà.
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Â ïîñòðîåíèè ïðèìåðîâ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñïèíîðíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå Âåéåðøòðàññà:

Òåîðåìà (Ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà, [11], [12]). Ïóñòü
ψ1, ψ2 ñïèíîðû ëþáîé ôèêñèðîâàííîé ñïèíîðíîé ñòðóêòóðû íà Γ, è
|ψ2

1|+ |ψ2
2| íèãäå íå ðàâíà íóëþ íà Γ. Âûáåðåì òî÷êó T0 ∈ Γ.

Òîãäà

Φ(T ) = Re

∫ T

T0

(
ψ2

1 − ψ2
2, i(ψ

2
1 + ψ2

2), 2ψ1ψ2
) dz

w

çàäàåò ìèíèìàëüíîå ïîãðóæåíèå Υ â R3.

Ëþáîé ìèíèìàëüíûé òîð â R3 êîíå÷íîé ïîëíîé êðèâèçíû äîïóñ-
êàåò òàêîå ïðåäñòàâëåíèå.

Êëàññè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà

Φ(T ) = Re

∫ T

T0

(
1

g
− g, i

(
1

g
+ g

)
, 2

)
dh,

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîãðóæåíèåì, åñëè g : Γ → C � ìåðîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ, à dh � ìåðîìîðôíàÿ 1-ôîðìà [13].

Äëÿ òîãî ÷òîáû îòîáðàæåíèå Φ çàäàâàëî ìèíèìàëüíóþ ïîâåðõíîñòü
ñ ïëîñêèìè êîíöàìè, íåîáõîäèìî, ÷òîáû êàæäûé ïîëþñ äèôôåðåíöè-
àëîâ

ψ2
1
dz

w
, ψ2

2
dz

w
, ψ1ψ2

dz

w

áûë âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íóëåâûìè âû÷åòàìè [11].
Êðîìå ýòîãî, äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ Φ íåîáõîäèìî, ÷òîáû

ñëåäóþùèå èíòåãðàëû (ïåðèîäû) áûëè íóëåâûìè äëÿ i = 1, 2 :

Re

∫

γi

(
ψ2

1 − ψ2
2
)dz

w
= 0, Im

∫

γi

(
ψ2

1 + ψ2
2
)dz

w
= 0, Re

∫

γi

ψ1ψ2
dz

w
= 0.
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1.2 Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè

Ïóñòü Λ = {2nω1 + 2mω2 | n,m ∈ Z} = 2ω1Z + 2ω2Z � ïðîèç-
âîëüíàÿ ðåøåòêà, ãäå ω1, ω2 ∈ C∗. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî
Im ω1/ω2 > 0 è |ω2| > |ω1|.

Òîðû C/(2ω1Z+ 2ω2Z) è C/(2Z+ 2ω2

ω1
Z) êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíû.

Ïîñêîëüêó ðåøåòêè Z + ω2Z = Z + (ω2 + n)Z äëÿ ëþáîãî n ∈ Z, òî
ñ÷èòàåì |Re ω2| ≤ 1

2 .

Òàêèì îáðàçîì, âñå òîðûC/Λ êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíû íåêîòîðîìó
òîðó C/{2n + 2mτ | n,m ∈ Z}, ãäå |τ | ≥ 1, 1

2 > Re τ ≥ −1
2 è Im τ > 0.

Ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè íà òîðå C/Λ íàçûâàþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè. Âàæíûì ïðèìåðîì òàêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ℘(u) :

℘(u) =
1

u2 +
∑′

(
1

(u + ω)2 −
1

ω2

)
,

ãäå
∑′ îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå ïî íåíóëåâûì ýëåìåíòàì ω ∈ Λ.

Äèôôåðåíöèàë ℘(u) du íà C/Λ èìååò åäèíñòâåííûé ïîëþñ âòîðîãî
ïîðÿäêà c íóëåâûì âû÷åòîì.

Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ëþáàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ψ íà òîðå C/Λ ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå:

ψ = R1(℘) + R2(℘)℘′,

ãäå R1 è R2 íåêîòîðûå ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè f ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà C/Λ ñ ïîëþñàìè
òîëüêî âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íóëåâûìè âû÷åòàìè â òî÷êàõ u1, . . . , um, òî
f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè:

f(u) = α0 + α1℘(u− u1) + . . . + αm℘(u− um), u ∈ C, (1.1)
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äëÿ íåêîòîðûõ α0, . . . , αm ∈ C. Ëåãêî ïðîâåðèòü ýòî óòâåðæäåíèå: îò-
íîøåíèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (1.1) è f ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíê-
öèåé, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé íà C/Λ.

Ôóíêöèÿ ζ íà C òàêàÿ, ÷òî ζ ′(u) = −℘(u), íàçûâàåòñÿ ζ-ôóíêöèåé
Âåéåðøòðàññà. Ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé. Ïóñòü η1 =

ζ(ω1), η2 = ζ(ω2). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

ζ(u + 2ω1) = ζ(u) + 2η1, ζ(u + 2ω2) = ζ(u) + 2η2, u ∈ C.

Êðîìå ýòîãî, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå Ëåæàíäðà:

ζ(ω2)ω1 − ζ(ω1)ω2 =
πi

2
.

Òåïåðü ìîæíî ëåãêî âû÷èñëèòü ïåðèîä f du ïî öèêëàì 2ω1t è 2ω2t,
t ∈ [0, 1] íà C/Λ :

∫

2ωkt

f(u) du = 2α0ωk − 2
m∑

j=1

αjηk, k = 1, 2.

Îïðåäåëèì êîíñòàíòû Âåéåðøòðàññà g2, g3 :

g2 = 60
∑′ 1

ω4 , g3 = 140
∑′ 1

ω6 .

Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(℘′(u))
2

= 4℘3(u)− g2℘(u)− g3.

Îòîáðàæåíèå ρ(u) = (℘(u), ℘′(u)) áèåêòèâíî è ãîëîìîðôíî îòîáðà-
æàåò C/Λ íà Γ, çàäàííóþ â C2 óðàâíåíèåì:

w2 = 4z3 − g2z − g3.

1.3 Ìèíèìàëüíûå òîðû ñ øåñòüþ âûêîëîòûìè òî÷êàìè

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ñòðîèì òðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ìè-
íèìàëüíûõ ïîãðóæåíèé òîðà ñ øåñòüþ âûêîëîòûìè òî÷êàìè.
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Ïóñòü ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü Γ ðîäà 1 çàäàíà â C2 óðàâíåíèåì:

w2 = P (z) = 4(z − p1)(z − p2)(z − p2), (1.2)

ãäå p1 ∈ R, p2 ∈ C òàêèå, ÷òî

0 < |p2 − p2| < |p1 − p2|.

Âûáåðåì ìåðîìîðôíûå 1-ôîðìû íà Γ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ1 =
h2(z)− 1

(z − a)2w3dz, ϕ2 = i
h2(z) + 1

(z − a)2w3dz, ϕ3 =
2h(z)

(z − a)2w3dz, (1.3)

ãäå
h(z) =

1

b

(
(z − a)3 + c(z − a)2 + d

)
,

a � îäèí èç êîðíåé óðàâíåíèÿ P ′(z) = 0, à b, c è d � âåùåñòâåííûå
÷èñëà, êîòîðûå îïðåäåëèì ïîçæå. Äèñêðèìèíàíò ïîëèíîìà P ′(z) ðàâåí
|p1 − p2|2 − |p2 − p2|2, ïîýòîìó a � âåùåñòâåííîå â ñèëó îãðàíè÷åíèé
íà p1 è p2.

Òåïåðü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà

Φ(T ) = Re
∫ T

T0

(ϕ1, ϕ2, ϕ3) : Γ → R3, (1.4)

ãäå T0 ∈ Γ �ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, çàäàâàëî ìèíèìàëüíîå ïîãðóæåíèå
ñ ïëîñêèìè êîíöàìè íåîáõîäèìî, ÷òîáû ϕ1, ϕ2 è ϕ3 èìåëè â âûêîëîòûõ
òî÷êàõ ïîëþñà òîëüêî âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íóëåâûìè âû÷åòàìè (ñì. ï.
1.1). Â íàøåì ñëó÷àå ϕ1, ϕ2 è ϕ3 èìåþò ïîëþñà âòîðîãî ïîðÿäêà â
òî÷êàõ âåòâëåíèÿ P1 = (0, p1), P2 = (0, p2), P3 = (0, p2), P4 = ∞, à
òàêæå â P5 = (wa, a) è P6 = (−wa, a), ãäå wa =

√
P (a).

Çàìåòèì, ÷òî íà Γ îïðåäåëåíû ãîëîìîðôíàÿ è àíòèãîëîìîðôíàÿ
èíâîëþöèè:

σ : (w, z) 7→ (−w, z), ρ : (w, z) 7→ (w, z).

Ïðåäñòàâèì Γ êàê äâå ïëîñêîñòè C ("íèæíèé"è "âåðõíèé"ëèñò) ñ
ðàçðåçàìè ïî îòðåçêàì [p1,∞] è [p2, p2]. Âûáåðåì öèêëû γ1 è γ2 êàê
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ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ÷àñòè öèêëîâ, ðàñïîëî-
æåííûå íà "íèæíåì" ëèñòå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.

γ1

γ2
p2

p2

p1
∞

Ðèñ. 1

Îíè îáðàçóþò áàçèñ â H1(Γ;Q), êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì (íå
ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì íàä Z) è ïðåîáðàçóåòñÿ èíâîëþöèåé ρ ïî ôîðìóëàì:

ργ1 = γ1, ργ2 = −γ2.

Âûáåðåì ïîñòîÿííûå b, c è d ñëåäóþùèì îáðàçîì:

b =

√
1

Σ−2
(Σ4 + 2cΣ3 + c2Σ2 + 2dΣ1 + 2cdΣ0 + d2Σ−2), (1.5)

c =
Σ3Π−2 − Σ1Π0 − Σ0Π1 + Σ−2Π3 −

√
∆

Σ2Π−2 − 2Σ0Π0 + Σ−2Π2
, (1.6)

d = − 1

Σ−2
(Σ1 + Σ0c), (1.7)

ãäå ∆ � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
(

Σ3Π−2 − Σ1Π0 − Σ0Π1 + Σ−2Π3 Σ2Π−2 − 2Σ0Π0 + Σ−2Π2

Σ4Π−2 − 2Σ1Π1 + Σ−2Π4 Σ3Π−2 − Σ1Π0 − Σ0Π1 + Σ−2Π3

)
,

è
Σk =

∫

γ1

(z − a)k

w3 dz, Πk =

∫

γ2

(z − a)k

w3 dz, k = −2, 0, .., 4.

Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî Σk � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, Πk � ÷èñòî ìíèìûå.
Ñïðàâåäëèâî
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Ïðåäëîæåíèå 1. Âû÷åòû ìåðîìîðôíûõ 1-ôîðì ϕ1, ϕ2 è ϕ3 â ïîëþ-
ñàõ P1, .., P6 ðàâíû íóëþ. Åñëè a, b, c è d � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, òî
èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Re
∫

γm

ϕk = 0, m = 1, 2; k = 1, 2, 3; (1.8)

è, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå Φ êîððåêòíî îïðåäåëåíî íà Γ.

Îòìåòèì, ÷òî ϕ1, ϕ2 è ϕ3 îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþòñÿ â íóëü, ïî-
ýòîìó Φ ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì.

Ñîãëàñíî ëåììå 2 ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü â ôîðìóëå (1.6) ñóòü
÷èñòî ìíèìûå. Ïîýòîìó ÷èñëî c ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì, åñëè ∆ < 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ëåììå 2 ÷èñëà b, c è d � âåùåñòâåííûå, åñëè
1

Σ−2

(
Σ4 + 2cΣ3 + c2Σ2 + 2dΣ1 + 2cdΣ0 + d2Σ−2

)
> 0, ∆ < 0. (1.9)

Äëÿ p1 = 1, p2 = −1+i
2 âû÷èñëåíèÿ íà êîìïüþòåðå ïîêàçûâàþò, ÷òî

1

Σ−2

(
Σ4+2cΣ3+c2Σ2+2dΣ1+2cdΣ0+d2Σ−2

) ≈ 0.3966 . . . , ∆ ≈ −3.805 . . .

(1.10)
Óñëîâèå âåùåñòâåííîñòè b, c è d àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò p1 è p2. Ñëå-
äîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå Φ äëÿ (p1, p2) ∈ R×C äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê
(1,−1+i

2 ) çàäàåò ìèíèìàëüíîå ïîãðóæåíèå

Φ : Γ \ {P1, . . . , P6} → R3

ñ øåñòüþ ïëîñêèìè êîíöàìè, ïîýòîìó âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò òðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïîëíûõ
ðåãóëÿðíûõ ìèíèìàëüíûõ òîðîâ â R3 ñ øåñòüþ ïëîñêèìè êîíöàìè,
êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíûõ ðèìàíîâûì ïîâåðõíîñòÿì ðîäà 1, çàäàí-
íûì óðàâíåíèÿìè âèäà

w2 = 4(z − p1)(z − p2)(z − p3), p1 ∈ R, p2 = p3 ∈ C,
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ñ âûêîëîòûìè òî÷êàìè (0, p1), (0, p2), (0, p3), ∞, (wa, a) è (−wa, a),
ãäå

a =
√
−(p1p2 + p1p3 + p2p3)/3,

wa = 2
√

(a− p1)(a− p2)(a− p3).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1. Ïðåäëîæåíèå 1 âûòåêàåò èç
ëåìì 1-3. Â ëåììå 1 ìû äîêàæåì, ÷òî 1-ôîðìû ϕ1, ϕ2 è ϕ3 èìåþò
ïîëþñû òîëüêî âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íóëåâûìè âû÷åòàìè. Èç ëåììû 2
ñëåäóåò, ÷òî Re

∫
γ2

ϕ1 = Re
∫

γ1
ϕ2 = Re

∫
γ2

ϕ3 = 0. Â ëåììå 3 äîêà-
æåì, ÷òî Re

∫
γ1

ϕ1 = Re
∫

γ2
ϕ2 = Re

∫
γ1

ϕ3 = 0.

Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 1. 1-ôîðìû ϕ1, ϕ2 è ϕ3 èìåþò ïîëþñû âòîðîãî ïîðÿäêà ñ
íóëåâûìè âû÷åòàìè â P1, . . . , P6. Äðóãèõ ïîëþñîâ íåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî íóëþ âû÷åòîâ â òî÷êàõ P1, . . . , P4

ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

σ∗ϕk = −ϕk, k = 1, 2, 3,

è èç òîãî, ÷òî òî÷êè P1, . . . , P4 ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè ïðè èíâîëþ-
öèè σ.

Ïóñòü t = z − a ëîêàëüíûé ïàðàìåòð â îêðåñòíîñòè òî÷åê p5 è p6.

Òîãäà
dz

(z − a)2w3 = P (a)−3/2dt

t2
+

d

dt

(
P (t + a)−3/2

)∣∣∣
t=0

dt

t
+ O(1).

Ïîýòîìó Resp5

dz
(z−a)2w3 = −Resp6

dz
(z−a)2w3 = 0, òàê êàê P ′(a) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, Respj
ϕk = 0, j = 5, 6, k = 1, 2, 3.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Èìååò ìåñòî
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Ëåììà 2. Ïóñòü 1-ôîðìà ϕ òàêàÿ, ÷òî

ρ∗ϕ = ϕ.

Òîãäà ïåðèîä ϕ ïî öèêëó γ1 ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì, à ïî öèêëó
γ2 � ÷èñòî ìíèìûì ÷èñëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ:
∫

γ1

ϕ =

∫

ργ1

ϕ =

∫

ρργ1

ρ∗ϕ =

∫

γ1

ϕ;

∫

γ2

ϕ =

∫

−ργ2

ϕ =

∫

−ρργ2

ρ∗ϕ = −
∫

γ2

ϕ.

Ëåììà 2 äîêàçàíà.
Äëÿ 1-ôîðì ϕ1, iϕ2 è ϕ3 ñ âåùåñòâåííûìè a, b, c è d âûïîëíåíî

óñëîâèå ëåììû 2, ïîýòîìó

Re
∫

γ2

ϕ1 = Re
∫

γ2

ϕ3 = Re
∫

γ1

ϕ2 = 0.

Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 3. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Re
∫

γ1

ϕ1 = Re
∫

γ2

ϕ2 = Re
∫

γ1

ϕ3 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç d = −1
b(Σ1 + Σ0c)/Σ−2 ñëåäóåò, ÷òî

Re
∫

γ1

ϕ3 = Σ1 + Σ0c + Σ−2d = 0.

Âûáîð b2 = 1
Σ−2

(
Σ4 + 2Σ3c + Σ2c

2 + 2Σ1d + 2Σ0cd + Σ−2d
2
)
îáíóëÿåò

Re
∫

γ1

ϕ1 =
1

b2

(
Σ4 + 2Σ3c + Σ2c

2 + 2Σ1d + 2Σ0cd + Σ−2d
2
)
− Σ−2.

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ d, b2 â

Re
∫

γ2

ϕ2 =
1

b2

(
Π4 + 2Π3c + Π2c

2 + 2Π1d + 2Π0cd + Π−2d
2
)

+ Π−2,
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ïîëó÷èì ñëåäóþùèé êâàäðàòè÷íûé òðåõ÷ëåí:

Re
∫

γ2
ϕ2 =

(
Σ2Π−2 − 2Σ0Π0 + Σ−2Π2

)
c2+(

Σ3Π−2 − Σ1Π0 − Σ0Π1 + Σ−2Π3
)
c + Σ4Π−2 − 2Σ1Π1 + Σ−2Π4 = 0.

(1.11)
Çíà÷åíèå c ÿâëÿåòñÿ êîðíåì (1.11).

Ëåììà 3 äîêàçàíà.

1.4 Ìèíèìàëüíûå òîðû ñ òðåìÿ âûêîëîòûìè òî÷êàìè

Ïóñòü Λ = {2ω1n + 2ω2m | n,m ∈ Z} ⊂ C � ðåøåòåêà, Im ω2

ω1
> 0,

ζ(u) � ζ-ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà íà òîðå C/Λ,
∑′ � ñóììèðîâàíèå ïî

íåíóëåâûì ýëåìåíòàì ðåøåòêè ω ∈ Λ è

a =
2i

π
(ζ(ω2)ω1 − ζ(ω1)ω2). (1.12)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî òîðà C/Λ óñëîâèå
{
|a|2 − |a|4 = 20a2(ω1ω2 − ω2ω1)

2∑′ 1
ω4 ;

|a| > 1,
(1.13)

íå âûïîëíåíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 äîêàæåì ëåììû. Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 4. Ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (1.13) çàâèñèò òîëüêî îò êîí-
ôîðìíîãî êëàññà òîðà.

Äëÿ êðàòêîñòè ìû äîêàçûâàåì ëåììó 4 èíà÷å ÷åì â [11].
Ïîñêîëüêó êàæäûé òîð êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòåí [11] òîðó ñ ïîëó-

ïåðèîäàìè ω1 = 1 è

ω2 ∈ Ω = {τ ∈ C : |τ | ≥ 1,
1

2
> Re τ ≥ −1

2
, Im τ > 0},

òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå 1 äëÿ òîðîâ ñ ω1 = 1 è ω2 ∈ Ω.
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Ïóñòü σ1(n) è σ3(n) îáîçíà÷àþò ñóììû âñåõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé
n â ñòåïåíè îäèí è òðè ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ q = e2πi

ω2
ω1 èìåþò ìåñòî

ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

60
∑

m,n
′(2mω1 + 2nω2)

−4 = g2 = π4

12

(
1 + 240

∑∞
n=1 σ3(n)qn

)
,

ζ(ω1) = η1 = π2

12

(
1− 24

∑∞
n=1 σ1(n)qn

)
.

(1.14)

Òåïåðü ìû ïðåäñòàâèì îáà âûðàæåíèÿ (1.13) â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ.
Êîíñòàíòó ζ(ω2) âûðàçèì ÷åðåç ζ(ω1) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà
[11]:

ζ(ω2)ω1 − ζ(ω1)ω2 =
πi

2
.

Îáëàñòü Ω ðàññìàòðèâàåì êàê îáúåäèíåíèå äâóõ îáëàñòåé:

Ω1 = {τ ∈ Ω :
√

2
2 ≤ Im τ < 6

π(1− 10−3)};
Ω2 = {τ ∈ Ω : 6

π(1− 10−3) ≤ Im τ };
Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 5. Ïóñòü ω1 = 1.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

1) |a| − 1 < 0, ω2 ∈ Ω1;

2)
∣∣|a|2 − 1

∣∣ < 10−2, Im ω2 ∈
[6

π
(1− 10−3),

6

π
(1 + 10−3)

]
;(1.15)

3) |a| − 1 > 0, Im ω2 ∈
(6

π
(1 + 10−3),∞

)
.

Òàêæå èìååò ìåñòî

Ëåììà 6. Ïðè ω1 = 1 äëÿ âñåõ ω2 ∈ Ω2 ñïðàâåäëèâî

|a|2 − |a|4 6= 20a2(ω1ω2 − ω2ω1)
2
∑′ 1

ω4 .

Èç ëåìì 5 è 6 ñëåäóåò, ÷òî òåîðåìà 2 ñïðàâåäëèâà äëÿ ω1 = 1 è
ω2 ∈ Ω. Ïîýòîìó èç ëåììû 4 ñëåäóåò òåîðåìà 2 äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ
òîðîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4. Äëÿ λ ∈ C∗ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
[22]:

ζ(λω1; λω1, λω2) =
1

λ
ζ(ω1; ω1, ω2), (1.16)

ãäå ζ(u; ω1, ω2) � ζ-ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà íà C/{2ω1Z+ 2ω2Z}.
Èç (1.12) è (1.16) ñëåäóåò, ÷òî

a(λω1, λω2) =
λ

λ
a(ω1, ω2),

ãäå a(ω1, ω2) � ïîñòîÿííàÿ (1.12) íà C/{2ω1Z+2ω2Z}. Ñëåäîâàòåëüíî,

|a(λω1, λω2)| = |a(ω1, ω2)|.

Ðàññìîòðèì ïðàâóþ ÷àñòü (1.13). Ïðîñòûå âûêëàäêè ïîêàçûâàþò,
÷òî

a2(λω1, λω2)(λω1λω2 − λω2λω1)
2
∑′ 1

(λω)4 = (1.17)

a2(ω1, ω2)(ω1ω2 − ω2ω1)
2
∑′ 1

ω4 .

Èç (1.17) è |a(λω1, λω2)| = |a(ω1, ω2)| ñëåäóåò, ÷òî íà òîðå C/{2ω1Z+

2ω2Z} óñëîâèå (1.13) âåðíî åñëè è òîëüêî åñëè (1.13) âåðíî íà òîðå
C/{2Z+2ω2

ω1
Z}. Ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì ω1 = 1, à ω2/ω1 îáîçíà÷èì êàê

τ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî (1.13) íå çàâèñèò îò ïðåîáðàçî-
âàíèÿ òîðà C/{2ω1Z + 2ω2Z} 7→ C/{2Z + 2ω2

ω1
Z}, à çàâèñèò òîëüêî îò

òàê íàçûâàåìîãî êîíôîðìíîãî ïàðàìåòðà òîðà τ = ω2/ω1.

Ðàññìîòðèì ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé òîðà

τ 7→ ατ + β

γτ + δ
,

(
α β

γ δ

)
∈ PSL(2,Z), (1.18)

ïîðîæäåííóþ äâóìÿ ñâîèìè ýëåìåíòàìè

T1 : τ 7→ τ + 1, T2 : τ 7→ −1

τ
.

21



Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (1.13) íå çàâèñèò îò ïðåîáðàçîâàíèé âèäà
(1.18). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü èíâàðèàíòíîñòü (1.13) îòíîñè-
òåëüíî T1 è T2.

Ôóíêöèè η1 è g2 èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî τ 7→ T1τ ñîãëàñíî [22].
Î÷åâèäíî, âûðàæåíèÿ

ω1ω2 − ω2ω1 = i2Im τ (1.19)

è
a =

2i

π
(ζ(ω2)ω1 − ζ(ω1)ω2) =

4Im τ

π
η1 − 1 (1.20)

òàêæå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî T1. Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîò-
íîøåíèåì Ëåæàíäðà ζ(ω2) = η1τ + πi

2 .

Ñîãëàñíî [22], äëÿ ëþáîãî Im τ > 0 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

g2(τ) =
1

τ 4g2

(
− 1

τ

)
; (1.21)

η1(τ) =
1

τ 2η1

(
− 1

τ

)
− π

2i

1

τ
, (1.22)

ãäå g2(τ) è η1(τ) � ïîñòîÿííûå Âåéåðøòðàññà (1.14) íà C/{2Z+ 2τZ}.
Êðîìå ýòîãî, ïðÿìûìè âûêëàäêàìè ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà:

ω1ω2 − ω2ω1 = 2iIm τ = 2iττ Im
(1

τ

)
= 2iττ Im

(
− 1

τ

)

è
a(τ) = 2ττ Im

(
− 1

τ

)(
1

τ 2η1(−1/τ) +
π

2i

1

τ

)
− 1

= 2
τ

τ
Im

(
− 1

τ

)(
η1

(
− 1

τ

)
− 1

)
=

τ

τ
a
(
− 1

τ

)
.

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ a è g2 â óðàâíåíèå (1.13),
óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî (1.13) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî T2.

Òàêèì îáðàçîì, (1.13) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî PSL(2,Z).

Òåïåðü ëåììà ñëåäóåò èç õîðîøî èçâåñòíîãî ôàêòà: äëÿ ëþáîé ïàðû
êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíûõ òîðîâ ñ êîíôîðìíûìè ïàðàìåòðàìè τ è τ ′
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ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå

τ ′ =
ατ + β

γτ + δ
,

(
α β

γ δ

)
∈ PSL(2,Z).

Ëåììà 4 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5. Èç (1.20) ñëåäóåò, ÷òî

|a|2 =
16(Im τ)2

π2 |η1|2 − 8Im τ

π
Re η1 + 1.

Ïîäñòàâèì (1.14) â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå. Ïîëó÷èì, ÷òî

|a|2−1 =
π2

9
(Im τ)2

∣∣∣1−24
∞∑

n=1

σ1(n)qn
∣∣∣
2
−2π

3
(Im τ)

(
1−24Re

∞∑
n=1

σ1(n)qn
)
.

(1.23)
Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû

Ëåììà 7. Äëÿ q ∈ [0, ε), ãäå ε < 1, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

∞∑
n=1

qn =
q

1− q
, (1.24)

∞∑
n=1

n2qn =
q + q2

(1− q)3 , (1.25)

∞∑
n=1

n3qn =
q + 4q2 + q3

(1− q)4 , (1.26)

∞∑
n=2

n5qn =
32q2 + 51q3 + 46q4 − 14q5 + 6q6 − q7

(1− q)6 . (1.27)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðÿä (1.24) ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèåé. Êàæäûé ðÿä (1.24)�(1.27) ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííûì ñ ðàäèóñîì ñõî-
äèìîñòè 1. Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ðàâåíñòâà
äëÿ q ∈ [0, ε)

∞∑
n=1

nkqn = q

( ∞∑
n=1

nk−1qn

)′
, k = 1, . . . , 5.
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Îòêóäà ïðè ïîìîùè ïðîñòûõ âûêëàäîê ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû (1.24)-
(1.27).

Ëåììà 7 äîêàçàíà.

Ëåììà 8. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∣∣∣
∞∑

n=1

σ1(n)qn
∣∣∣ <

13

12
|q|, τ ∈ Ω1 ∪ Ω2. (1.28)

Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

σ1(n) =
∑

d|n
d ≤

∑

1≤d≤n

d =
n(n + 1)

2
≤ n2. (1.29)

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî
∣∣∣∣
∞∑

n=1

σ1(n)qn

∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=1

n2|q|n.

Ïî ëåììå 7 ìàæîðèðóþùèé ðÿä ðàâåí 1+|q|
(1−|q|)3 |q|.

Ïðè Im τ ≥
√

2
2 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè

1 + |q|
(1− |q|)3 (1.30)

ïî ïåðåìåííîé Im τ îòðèöàòåëüíà, è çíà÷åíèå (1.30) ìåíüøå 13/12 ïðè
Im τ =

√
2

2 . Ñëåäîâàòåëüíî,
∣∣∣
∞∑

n=1

σ1(n)qn
∣∣∣ ≤ 1 + |q|

(1− |q|)3 |q| <
13

12
|q|. (1.31)

Ëåììà 8 äîêàçàíà.
Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|q| < 10−5, τ ∈ Ω2. (1.32)

Òåïåðü íà÷íåì èçëàãàòü äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.
1) Èññëåäóåì çíàê |a|2 − 1. Ïóñòü

δ = 24
∣∣∣
∞∑

n=1

σ1(n)qn
∣∣∣.
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Èç ëåììû 8 è (1.32) ñëåäóåò

δ < 26 · 10−5, τ ∈ Ω2.

Èç (1.23) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

|a|2 − 1 ≤ π2

9
(Im τ)2(1 + δ

)2
+ 2

π

3
(Im τ)

(− 1 + δ
)
. (1.33)

Îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

|a|2 − 1 ≤ π2

9
(Im τ)(1 + δ2)

(
Im τ +

6

π

( −1 + δ

(1 + δ)2

))
. (1.34)

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè

Im τ +
6

π

( −1 + δ

(1 + δ)2

)

ïî Im τ ïîëîæèòåëüíà íà Ω1 è
6

π
(1− 10−3) +

6

π

( −1 + δ

(1 + δ)2

)
< 0,

òî ïðàâàÿ ÷àñòü (1.34) îòðèöàòåëüíà íà Ω1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |a|2 − 1 < 0.

2) Èç (1.23) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî:
∣∣|a|2 − 1

∣∣ ≤ π2

9
(Im τ)(1 + δ2)

∣∣∣∣Im τ − 6

π

(
1− δ

(1 + δ)2

)∣∣∣∣. (1.35)

Äëÿ Im τ ∈ [ 6
π(1 − 10−3), 6

π(1 + 10−3)
]
âûðàæåíèå (1.35) ìåíüøå, ÷åì

ñëåäóþùåå:

π2

9

6

π
(1 + 10−3)(1 + δ2)

6

π

∣∣∣∣1 + 10−3 − 1− δ

(1 + δ)2

∣∣∣∣. (1.36)

Ïîñêîëüêó δ < 26 · 10−5, òî (1.36) îöåíèâàåòñÿ ÷èñëîì

8 · (10−3 + 3 · 10−5) < 0, 9 · 10−2.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ||a| − 1| < 10−2.
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3) Èç (1.23) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

|a|2 − 1 ≥ π2

9
(Im τ)2(1− δ

)2 − 2
π

3
(Im τ)

(
1 + δ

)
. (1.37)

Çíàê |a|2 − 1 ïîëîæèòåëåí äëÿ τ òàêèõ, ÷òî Im τ − 6
π

(1+δ)
(1−δ)2 > 0.

Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè

Im τ − 6

π

(
1 + δ

(1− δ)2

)

ïî Im τ ïîëîæèòåëüíà íà Ω2 è
6

π
(1 + 10−3) +

6

π

(
1 + δ

(1− δ)2

)
> 0,

òî ïðàâàÿ ÷àñòü (1.37) ïîëîæèòåëüíà íà Ω2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |a|2 − 1 > 0, τ ∈ Ω2.

Ëåììà 5 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6. Èç (1.14) è (1.20) âûâîäèì, ÷òî

a2 =
π2

9
(Im τ)2

(
1−24

∞∑
n=1

σ1(n)qn
)2
− 2π

3
Im(τ)

(
1−24

∞∑
n=1

σ1(n)qn
)

+1.

(1.38)
Èìååò ìåñòî

Ëåììà 9. Åñëè a 6= 0, òî ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû

20a2(ω1ω2 − ω2ω1)
2
∑′ 1

ω4 = |a|2 − |a|4, (1.39)

20|a|2(ω1ω2 − ω2ω1)
2
∑′ 1

ω4 = a2(1− |a|2), (1.40)

π2

9
(Im τ)2 + (|a|2 − 1)

(
2π

3
(Im τ)− 1

)

= (|a|2 − 1)

(
64π2(Im τ)2

∞∑
n=2

( n−1∑

k=1

σ1(k)σ1(n− k)

)
qn (1.41)

−16π
(π

3
(Im τ)−1

)
(Im τ)

∞∑
n=1

σ1(n)qn

)
−π2

9
|a|2(Im τ)2

(
240

∞∑
n=1

σ3(n)qn
)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèâ (1.39) íà a/a, ïîëó÷èì (1.40). Ñëå-
äîâàòåëüíî, äëÿ a 6= 0 óñëîâèÿ (1.39) è (1.40) ýêâèâàëåíòíû.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (1.23) è (1.38) â (1.40). Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî:

|a|2π
2

9
(Im τ)2

(
1 + 240

∞∑
n=1

σ3(n)qn
)

=
π2

9
(Im τ)2(|a|2 − 1)

+
π2

9
(Im τ)2

(
− 48

∞∑
n=1

σ1(n)qn + 242( ∞∑
n=1

σ1(n)qn
)2

)
(|a|2 − 1) (1.42)

+
(
1− 2π

3
Im τ

)
(|a|2 − 1) +

2π

3
24(Im τ)

( ∞∑
n=1

σ1(n)qn
)
(|a|2 − 1).

Ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå â (1.42), ïîëó÷èì

π2

9
(Im τ)2

(
1 + |a|2240

∞∑
n=1

σ3(n)qn
)

+
(2π

3
(Im τ)− 1

)
(|a|2 − 1)

= (|a|2 − 1)

(
π2

9
(Im τ)2242

( ∞∑
n=1

σ1(n)qn
)2

×
(
− 48

π2

9
(Im τ)2 +

2π

3
24(Im τ)

) ∞∑
n=1

σ1(n)qn

)
.

Ëåììà 9 äîêàçàíà.
Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè |q| · (Im τ)4 ïî Im τ îòðèöàòåëüíà íà Ω2.

Êðîìå ýòîãî,

|q| · (Im τ)4 < 10−4 ïðè τ = i
6

π
(1− 10−3).

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|q| · (Im τ)4 < 10−4, τ ∈ Ω2. (1.43)

Èç (1.43) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

|q| · (Im τ)2 < 10−4, τ ∈ Ω2. (1.44)

Äîêàæåì òåõíè÷åñêóþ ëåììó.
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Ëåììà 10. Ïóñòü τ ∈ Ω2.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
∣∣∣
∞∑

n=2

( n−1∑

k=1

σ1(n− k)σ1(k)
)
qn

∣∣∣ <
21

10
|q|; (1.45)

∣∣∣
∞∑

n=1

σ3(n)qn
∣∣∣ <

8

5
|q|. (1.46)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âíóòðåííåé ñóììû ñïðàâåäëèâà îöåíêà
∣∣∣

n−1∑

k=1

σ1(n− k)σ1(k)
∣∣∣ ≤

∣∣∣
n−1∑

k=1

(n− k)2k2
∣∣∣ <

1

16
n5.

Çäåñü â êàæäîì ñëàãàåìîì ìû ïðèìåíèëè îöåíêó σ1(n) ≤ n2 è çàìå-
òèëè, ÷òî ôóíêöèÿ f(k) = (n− k)2k2 äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà îòðåçêå[
1, (n− 1)

]
â òî÷êå k = n/2. Ñëåäîâàòåëüíî,
∞∑

n=2

( n−1∑

k=1

σ1(n− k)σ1(k)
)
|q|n <

1

16

∞∑
n=2

n5|q|n. (1.47)

Ðÿä (1.47) ïî ëåììå 7 ðàâåí

1

16

∞∑
n=2

n5qn =
32q2 + 51q3 + 46q4 − 14q5 + 6q6 − q7

16 (1− q)6 .

Ëåãêî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ

2 <
32 + 51q + 46q2 − 14q3 + 6q4 − q5

16(1− q)6 <
21

10
, τ ∈ Ω2.

Ïîýòîìó ðÿä (1.47) ìåíüøå 21
10|q| ïðè τ ∈ Ω2.

Ñóììû σ3(n), n ∈ N, îöåíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ3(n) =
∑

d|n
d3 =

∑

d|n

(n

d

)3
≤ n3

n∑

k=1

1

k3

≤ n3
(

1 +

∫ n

1

1

x3dx

)
=

3

2
n3 − 1

2
n <

3

2
n3, n ∈ N.
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Âîñïîëüçîâàâøèñü (1.26), ïîëó÷èì
∣∣∣
∞∑

n=1

σ3(n)qn
∣∣∣ <

3

2

∞∑
n=1

n3|q|n =
3

2

|q|+ 4|q|2 + |q|3
(1− |q|)4 . (1.48)

Ñïðàâåäëèâî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

0 <
3

2

1 + 4|q|+ |q|2
(1− |q|)4 <

8

5
, τ ∈ Ω2.

Ïîýòîìó èç (1.48) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (1.46).
Ëåììà 10 äîêàçàíà.
Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 11. Ïóñòü τ ∈ Ω2.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∣∣|a|2 − 1

∣∣ < 5(Im τ)2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ Im τ ∈ [ 6
π(1 − 10−3), 6

π(1 + 10−3)] ëåììà
11 ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2) ëåììû 5. Ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî Im τ >
6
π(1 + 10−3).

Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (1.33) ìåíüøå
π2

9
(1 + δ)2(Im τ)2,

ïîñêîëüêó 2π
3 (Im τ)(−1 + δ) < 0, τ ∈ Ω2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâà

|a|2 − 1 <
π2

9
(1 + δ)2(Im τ)2 < 5(Im τ)2.

Èç |a|2 − 1 > 0 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà
∣∣|a|2 − 1

∣∣ <

5(Im τ)2.

Ëåììà 11 äîêàçàíà.
Èçëîæèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè τ ∈ Ω2 àá-

ñîëþòíîå çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.41) ìåíüøå 1, à ëåâîé
÷àñòè � áîëüøå 3.
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Âûïèøåì ìîäóëü ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1.41):
∣∣∣π

2

9
(Im τ)2 + (|a|2 − 1)

(2π

3
Im τ − 1

)∣∣∣. (1.49)

Äëÿ Im τ ∈ [ 6
π(1 − 10−3), 6

π(1 + 10−3)] èç ||a|2 − 1| < 10−2 (ñïðàâåä-
ëèâîãî ïî ëåììå 5) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

∣∣|a|2 − 1
∣∣
∣∣∣2π

3
Im τ − 1

∣∣∣ < 4 · 10−2.

Òàêèì îáðàçîì (1.49) áîëüøå, ÷åì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
∣∣∣π

2

9
(Im τ)2

∣∣∣−
∣∣|a|2 − 1

∣∣
∣∣∣2π

3
Im τ − 1

∣∣∣ > 3

äëÿ Im τ ∈ [ 6
π(1− 10−3), 6

π(1 + 10−3)].

Ïóñòü Im τ > 6
π(1+10−3). Òîãäà ïî ëåììå 5 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|a|2 − 1 > 0.

Êðîìå ýòîãî,
2π

3
Im τ − 1 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (1.49) áîëüøå, ÷åì π2

9 (Im τ)2 > 3.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (1.41) áîëüøå 3 äëÿ
τ ∈ Ω2.

Âûïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü (1.41):

(|a|2 − 1)
(
64π2(Im τ)2Σ1 − 16π

(π

3
Im τ − 1

)
(Im τ)Σ2

)
− Σ3, (1.50)

ãäå

Σ1 =
∞∑

n=2

n−1∑

k=1

σ1(k)σ1(n− k)qn,

Σ2 =
∞∑

n=1

σ1(n)qn

è
Σ3 =

π2

9
(Im τ)2|a|2240

∞∑
n=1

σ3(n)qn.
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Ïî ëåììå 10 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|Σ3| < 384

9
π2|a|2|q|(Im τ)2.

Èç ëåììû 11 ñëåäóåò, ÷òî |a|2 < 1 + 5(Im τ)2. Îòñþäà

|Σ3| < 400|q|(Im τ)2 + 2000|q|(Im τ)4 <
1

4
.

Ïîñêîëüêó ïî ëåììå 10 ñïðàâåäëèâî

|Σ1| < 21

10
|q|,

ïî ëåììå 8 èìååò ìåñòî
|Σ2| < 13

12
|q|,

è
π

3
Im τ − 1 > 0,

òî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå (1.50) ìåíüøå ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ:
∣∣|a|2−1

∣∣
(

64
21

10
π2(Im τ)2|q|+16

13

12
π
(π

3
(Im τ)2− Im τ

)
|q|

)
+

1

4
. (1.51)

Òåïåðü èç íåðàâåíñòâà

64
21

10
π2 + 16π

13

12

π

3
< 1400

è ëåììû 8 âûòåêàåò, ÷òî (1.50) ìåíüøå ÷åì 7000|q|(Im τ)4 + 1
4 . Îòñþäà

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
∣∣∣(|a|2−1)

(
64π2(Im τ)2Σ1−16π

(π

3
Im τ−1

)
(Im τ)Σ2

)
−Σ3

∣∣∣ < 1. (1.52)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.41) íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ
ëåâîé ÷àñòè (1.41).

Ëåììà 6 äîêàçàíà.
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Ãëàâà 2
Ìèíèìàëüíûå òîðû â R3

ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ïëîñêèõ êîíöîâ

2.1 Ìèíèìàëüíûå òîðû
ñ ÷åòíûì ÷èñëîì âûêîëîòûõ òî÷åê

Â ýòîé ãëàâå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 3. Äëÿ êàæäîãî 2n ≥ 6 ñóùåñòâóåò ïîëíûé ìèíèìàëü-

íûé òîð â R3 ñ 2n ïëîñêèìè êîíöàìè, êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíûé
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè âèäà

w2 = 4(z − p1)(z − p2)(z − p3), p1, p2, p3 ∈ R,

ñ âûêîëîòûìè òî÷êàìè.
Âêðàòöå èçëîæèì íàøó êîíñòðóêöèþ. Ðàññìîòðèì ðèìàíîâó ïî-

âåðõíîñòü Γ ðîäà 1, çàäàííóþ â C2 óðàâíåíèåì

w2 = P (z) = 4(z − p1)(z − p2)(z − p3), p1, p2, p3 ∈ R. (2.1)

Ïóñòü γ1 è γ2 � áàçèñ H1(Γ,Z2).
Ìèíèìàëüíûå ïîãðóæåíèÿ Φ : Γ → R3 ìû çàäàåì ñ ïîìîùüþ ïðåä-

ñòàâëåíèÿ Âåéåðøòðàññà (ï. 1.1):

Φ(T ) = Re

T∫

T0

(
ψ2

1 − ψ2
2, i

(
ψ2

1 + ψ2
2
)
, 2ψ1ψ2

)dz

w
, (2.2)
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ãäå T0 ∈ Γ � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, ψ2
1, ψ2

2 è ψ1ψ2 � ìåðîìîðôíûå
ôóíêöèè íà Γ. Ñëåäîâàòåëüíî, íà óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé υ :

Υ → Γ äëÿ γ : [0, 1] → Υ òàêèõ, ÷òî υ(γ) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà
γ1 èëè γ2, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ψ1(γ(0)) = ε(γ)ψ1(γ(1)), ψ2(γ(0)) = ε(γ)ψ2(γ(1)), ε(γ) = ±1.

Òîãäà ψ1 è ψ2 ÿâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿìè òàê íàçûâàåìîé ñïèí-ñòðóêòóðû
íà òîðå. Â íàøåé êîíñòðóêöèè ε(γ1) è ε(γ2) ðàâíû 1, ò. å. ψ1 è ψ2 �
ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè, à (2.2) íå ìîæåò áûòü âëîæåíèåì [11].

Â íàøåé êîíñòðóêöèè ôóíêöèè ψ1 è ψ2 èìåþò âèä

ψ1 =
m∑

i=1

αiw

z − pi
, ψ2 =

m∑

j=1

βjw

z − pj
, (2.3)

ãäå m ≥ 4 � öåëîå ÷èñëî, α1, . . . , αm, β1, . . . , βm ∈ C è p1, . . . , pm ∈ R
ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè ψ1 è ψ2 èìåþò
ïîëþñû ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ âåòâëåíèÿ

P0 = (∞,∞), P1 = (p1, 0), P2 = (p2, 0), P3 = (p3, 0)

è â òî÷êàõ

P−
j = (pj,−

√
P (pj)), P+

j = (pj,
√

P (pj)), j = 4, . . . , m.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî V (p) = V (p1, . . . , pm) ôóíêöèé âèäà (2.3)

V (p) =

{
m∑

i=1

νiw

z − pi
| (ν1, . . . , νm) ∈ ker M ⊂ Cm

}
,

ãäå ìàòðèöà

M =




1
p4−p1

1
p4−p2

1
p4−p3

P ′(p4)
4P (p4)

1
p4−p5

. . . 1
p4−pm

1
p5−p1

1
p5−p2

1
p5−p3

1
p5−p4

P ′(p5)
4P (p5)

. . . 1
p5−pm... ... ... ... ... . . . ...

1
pm−p1

1
pm−p2

1
pm−p3

1
pm−p4

1
pm−p5

. . . P ′(pm)
4P (pm)



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äåéñòâóåò íà âåêòîð-ñòîëáåö óìíîæåíèåì ñëåâà.
Ñïðàâåäëèâî
Ïðåäëîæåíèå 1.
1. Äëÿ ôóíêöèé ψ1, ψ2 ∈ V (p) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

resQ
ψ1ψ2dz

w
= 0,

ãäå Q = P0, . . . , P3, P
±
4 , . . . , P±

m .
2. Äëÿ ïî÷òè âñåõ p1, . . . , pm ∈ R òàêèõ, ÷òî p1 + p2 + p3 = 0,

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
dimC V (p) = 3.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå Âåéåðøòðàññà (2.2) äëÿ ψ1, ψ2 ∈ V (p)

çàäàåò ìèíèìàëüíóþ ïîâåðõíîñòü ñ ïëîñêèìè êîíöàìè.
Òåïåðü íåîáõîäèìî âûáðàòü ψ1 è ψ2 èç V (p) òàê, ÷òîáû ðàçðåøèòü

çàäà÷ó îáíóëåíèÿ ïåðèîäîâ (2.2). Ïðè ýòîì ìû èìååì øåñòü ñâîáîäíûõ
êîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðîâ (òàê êàê ψ1, ψ2 ∈ V (p) è ïî ïðåäëîæåíèþ 1
dimC V (p) = 3).

Êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû ïåðèîäîâ èãðàåò
Ïðåäëîæåíèå 2. Ñóùåñòâóþò ñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôîð-

ìû
A : V (p)× V (p) → C, B(p) : V (p)× V (p) → C

òàêèå, ÷òî

−ηkA
(
ψ1, ψ2

)
+ ωkB(p; ψ1, ψ2) =

1

8

∫

γk

ψ1ψ2
dz

w
, k = 1, 2, (2.4)

ãäå
ηk = −1

2

∫

γk

zdz

w
, ωk =

1

2

∫

γk

dz

w
, k = 1, 2.

Ôîðìà A íå çàâèñèò îò p1, . . . , pm è ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííîé íà V (p).
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Ïîä ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòüþ ôîðìû A ìû ïîíèìàåì ñëå-
äóþùåå:

A(ψ, ψ) > 0 äëÿ ψ =
m∑

i=1

νiw

z − pi
∈ V (p),

(
ν1, . . . , νm

) ∈ Rm\{0}.

Èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè A âûòåêàåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå
V (p) ìîæíî âûáðàòü áàçèñ ξ1, ξ2, ξ3, â êîòîðîì A çàäàåòñÿ åäèíè÷íîé
ìàòðèöåé, à B(p) äèàãîíàëüíà. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî

Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò áàçèñ ξ1, ξ2, ξ3 â ïðîñòðàíñòâå V (p) òà-
êîé, ÷òî ∫

γ

ξiξj
dz

w
= 0, i, j = 1, . . . , 3,

äëÿ i 6= j è γ = γ1, γ2.
Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî áàçèñà ïîçâîëÿåò ðàçðåøèòü ïðîáëåìó ïåðè-

îäîâ â ÿâíîì âèäå.
Äëÿ

(p1, . . . , pm) =

{ (−1, 0, 1, 2, 2 + t, 3, . . . , m−1
2 + t

)
ïðè m íå÷åòíîì,(−1, 0, 1, 2, 2 + t, 3, . . . , m

2 , 1 + t
)

ïðè m ÷åòíîì

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ t ∈ R ñïðàâåäëèâî
Ïðåäëîæåíèå 3. Ïîëîæèì

ψ1 = v(r, s)ξ1 + ξ2, ψ2 = x(r, s)ξ1 + y(r, s)ξ2 + u(r, s)ξ3,

ãäå

v(r, s) = ±
√
− 1

2c
(|c|2 + 2i Im d±

√
(|c|2 + 2i Im d)2 − 4|c|2d); (2.5)

x(r, s) =
−a2r − b2s

v(r, s)
; y(r, s) = a1r + b1s;

u(r, s) =

√
1

a3
(a1v(r, s)

2 − a1x2(r, s)− a2y2(r, s) + a2). (2.6)
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ak =

∫

γ1

ξ2
k

dz

w
, bk =

∫

γ2

ξ2
k

dz

w
, k = 1, 2, 3;

c(r, s) =
a2b3 + a3b2 − (a2b3 − a3b2)(a1r + b1s)

2

(a1b3 + a3b1)
;

d(r, s) = −(a1b3 − a3b1)

(a1b3 + a3b1)
(a2r + b2s)

2.

Òîãäà ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îáëàñòü Ω ⊂ R2 òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ïî÷òè âñåõ (r, s) ∈ Ω ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (2).

Òåîðåìà 3 âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèé 1�3 è 5.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òîðîâ ñ

ïëîñêèìè êîíöàìè ïðè ôèêñèðîâàííûõ p1, . . . , pm.
Ó ïîãðóæåíèÿ (2.2) íåò òî÷åê âåòâëåíèÿ, åñëè (|ψ2

1| + |ψ2
2|)(T ) 6= 0

äëÿ âñåõ T ∈ Γ. Ýòî óñëîâèå çàâèñèò îò m + 2 ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ
r, s, p1, . . . , pm, ÷òî äåëàåò íåðàâåíñòâî î÷åâèäíûì äëÿ ïàðàìåòðîâ â
îáùåì ïîëîæåíèè, íî ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ òåõ-
íè÷åñêè ñëîæíî. Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, ìû ìîæåì ïîêàçàòü ýòî ëèøü
äëÿ ìàëûõ n = 2m− 2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3
Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.
Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ψ ∈ V (p) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

resQ
ψ2dz

w
= 0, Q = P0, . . . , P3, P

±
4 , . . . , P±

m .

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà V (p) íàä C áîëüøå èëè ðàâíà 3.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ èç V (p):

ψ =
m∑

i=1

νiw

z − pi
.

Îïðåäåëèì íà òîðå Γ ãîëîìîðôíóþ èíâîëþöèþ σ : (z, w) 7→ (z,−w).
Ðàâåíñòâî íóëþ âû÷åòîâ ψ2dz/w â òî÷êàõ âåòâëåíèÿ Γ ñëåäóåò èç î÷å-
âèäíîãî ðàâåíñòâà

σ∗(ψ2dz/w) = −ψ2dz/w
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è èíâàðèàíòíîñòè òî÷åê P0, . . . , P3 îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèè σ.
Âûáåðåì ëîêàëüíûé ïàðàìåòð q = z − pk â îêðåñòíîñòè òî÷êè P+

k ,
k = 4, . . . , m. Îáîçíà÷èì

√
P (pk) ÷åðåç wk, dw

dq (pk, wk) � ÷åðåç w′
k äëÿ

k = 4, . . . , m. Ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà äèôôåðåíöèàëà ψ2

w dq â îêðåñò-
íîñòè P+

k èìååò âèä

ψ2

w
dq =

ν2
kwk

q2 dq +

(
q2ψ2

w

)′ (
P+

k

)1

q
dq + O(1) dq.

Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷åò â òî÷êå P+
k ðàâåí

resP+
k

ψ2

w
dq = lim

q→0

1

w2 ((q2ψ2)′w − q2ψ2w′). (2.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî
lim
q→0

q2ψ2w′ = ν2
kw

2
kw

′
k. (2.8)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (q2ψ2)′w = 2(qψ)′qψw, âû÷èñëèì (qψ)′:

(qψ)′
(
P+

k

)
=

(
w

νk

z − pk
(z − pk) + w

m∑

i=1,i 6=k

νi

z − pi
(z − pk)

)
(
P+

k

)

= νkw
′
k + wk

m∑

i=1,i 6=k

νi

pk − pi
. (2.9)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.8) è (2.9) â (2.7), ïîëó÷èì

resP+
k

ψ2

w
dq =

1

w2
k

(
2

(
νkw

′
k + wk

m∑

i=1,i 6=k

νi

pk − pi

)
νkw

2
k − ν2

kw
2
kw

′
k

)

= 2νkwk

(
P ′(pk)

4P (pk)
νk +

m∑

i=1,i6=k

1

pk − pi
νi

)
. (2.10)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó íà òîðå w2 = P (z) èìååò
ìåñòî

w′
k

2wk
=

P ′(pk)

4P (pk)
, k = 4, . . . , m.
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Ïîñêîëüêó óñëîâèå (ν1, . . . , νm) ∈ ker M îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü
ðàâåíñòâà

P ′(pk)

4P (pk)
νk +

m∑

i=1,i 6=k

1

pk − pi
νi = 0, k = 4, . . . , m,

èç (2.10) ñëåäóåò, ÷òî resP±k
ψ2dz

w = 0 äëÿ ψ ∈ V (p), k = 4, . . . , m.
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûå 1-ôîðìû èìåþò íóëåâûå âû÷åòû

â êàæäîé òî÷êå P0, . . . , P3, P
±
4 , . . . , P±

m .
Ðàíã M íå ïðåâîñõîäèò m−3. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà V (p) ðàâíà

dimC ker M = m− rank M ≥ 3. Ëåììà 2 äîêàçàíà.
Ëåììà 3. Äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê p1, . . . , pm ∈ R òàêèõ, ÷òî p1 +

p2 + p3 = 0, ìàòðèöà

M4,...,m =




P ′(p4)
4P (p4)

1
p4−p5

. . . 1
p4−pm

1
p5−p4

P ′(p5)
4P (p5)

. . . 1
p5−pm... ... . . . ...

1
pm−p4

1
pm−p5

. . . P ′(pm)
4P (pm)




íåâûðîæäåíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t ∈ R, ε = O(t) è

(p1, . . . , pm) =

{ (−1, 0, 1, 2, 2 + t, 3, . . . , m−1
2 + t

)
ïðè íå÷åòíîì m,(−1, 0, 1, 2, 2 + t, 3, . . . , m

2 , 1 + t
)

ïðè ÷åòíîì m.

Òîãäà â ñëó÷àå íå÷åòíîãî m ñïðàâåäëèâà îöåíêà îïðåäåëèòåëÿ

t det M4,...,m =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣




ε −1 . . . ε ε

1 ε . . . ε ε
... ... . . . ...
ε ε . . . ε −1

ε ε . . . 1 ε




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1 + O(ε),
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â ñëó÷àå ÷åòíîãî m èìååì äðóãóþ îöåíêó:

t det M4,...,m =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣




ε −1 . . . ε ε ε

1 ε . . . ε ε ε
... ... . . . ... ... ...
ε ε . . . ε −1 ε

ε ε . . . 1 ε ε

ε ε . . . ε ε 11
24




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
11

24
+ O(ε)

ïðè t → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèòåëü M4,...,m ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé
ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé îò p1, . . . , pm. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî íóëåé ðà-
öèîíàëüíîé ôóíêöèè èìååò ìåðó íóëü, äëÿ ïî÷òè âñåõ p1, . . . , pm ∈ R
îïðåäåëèòåëü det M4,...,m îòëè÷åí îò íóëÿ. Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.
1. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå ψ1, ψ2 ∈ V (p). Òîãäà ψ1−ψ2 è ψ1+ψ2 ïðè-

íàäëåæàò V (p). Ïî ëåììå 1 äëÿ âû÷åòîâ â òî÷êàõ P0, . . . , P3, P
±
4 , . . . , P±

m

èìååì
res(ψ1 + ψ2)

2dz

w
= 0, res(ψ1 − ψ2)

2dz

w
= 0,

res
ψ1ψ2dz

w
=

1

4
res

(
(ψ1 + ψ2)

2 − (ψ1 − ψ2)
2) dz

w
= 0.

2. Ïî ëåììå 2 äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê p1, . . . , pm ∈ R òàêèõ, ÷òî
p1 + p2 + p3 = 0, ðàíã M ðàâåí m − 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà V (p) ðàâíà dimC ker M = m− rank M = 3.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî p1+p2+

p3 = 0.
Ïðåäñòàâèì Γ â âèäå ñêëåéêè äâóõ ýêçåìïëÿðîâ ïëîñêîñòåéC (¾íèæ-

íèé¿ è ¾âåðõíèé¿ ëèñòû) ñ ðàçðåçàìè âäîëü îòðåçêîâ [p1, p2] è [p3,∞].
Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè òî÷êàì (w, z) è (−w, z) èç Γ ñîîòâåòñòâóþò òî÷-
êè z íà ¾íèæíåì¿ è ¾âåðõíåì¿ ëèñòàõ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü

γ1 = {(z, w) ∈ Γ | z ∈ [p1, p2]}, γ2 = {(z, w) ∈ Γ | z ∈ [p2, p3]}.
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Ýòè öèêëû γ1 è γ2 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû íåòðèâèàëüíûì öèê-
ëàì òîðà, ïîêàçàííûì íà ðèñ. 2.

∼ γ1

∼ γ2

p1 p2 p3 ∞

Ðèñ. 2

Òî÷êàìè îáîçíà÷åíà ÷àñòü öèêëà, ðàñïîëîæåííàÿ íà ¾íèæíåì¿ ëè-
ñòå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, à ñïëîøíîé ëèíèåé � ÷àñòü öèêëà íà âåðõ-
íåì ëèñòå. Öèêëû γ1 è γ2 îáðàçóþò áàçèñ â H1(Γ;Z2).

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

δi =

{
1 äëÿ i = 1, 2, 3,

1/2 äëÿ i ≥ 4.

Ëåììà 4. Äëÿ ψ1, ψ2 ∈ V (p) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
∫

γk

ψ1ψ2

w
dz = −8

(
m∑

j=1

m∑
i=1

αiβj +
m∑

i=1

δiαiβi

)
ηk

+8

(
m∑

i=1

m∑
j=1

αiβj

(
pi + pj

)−
m∑

i=1

δiαiβipi

)
ωk, k = 1, 2,

ãäå
ηk = −1

2

∫

γk

zdz

w
, ωk =

1

2

∫

γk

dz

w
, k = 1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òîð T = C/{2ω1Z + 2ω2Z} ñ ëî-
êàëüíûì ïàðàìåòðîì u. Íà T ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìåðîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ ñ ïîëþñîì âòîðîãî ïîðÿäêà â 0 ñî ñëåäóþùèì ðàçëîæåíèåì
â îêðåñòíîñòè íóëÿ:

℘(u) =
1

u2 + o(u) + . . . .

Ôóíêöèÿ ℘(u) íàçûâàåòñÿ ïå-ôóíêöèåé Âåéåðøòðàññà (ñì. ï. 1.2).
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Äëÿ p1 + p2 + p3 = 0 îòîáðàæåíèå ρ(u) : T→ Γ, çàäàííîå ôîðìóëîé
ρ(u) = (℘(u), ℘′(u)), áèãîëîìîðôíî (ñì. ï. 1.2). Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

(℘′(u))2 = 4(℘(u)− p1)(℘(u)− p2)(℘(u)− p3) (2.11)

è ρ îòîáðàæàåò òî÷êè 0, ω1, ω2 è ω3 = ω1+ω2 íà P0, . . . , P3 â íåêîòîðîì
ïîðÿäêå.

Öèêëû 2ω1t è 2ω2t, t ∈ [0, 1], ñîñòàâëÿþò áàçèñ H1(T;Z). Òåì ñàìûì
îáðàçû ýòèõ öèêëîâ ρ(2ω1t) è ρ(2ω2t) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû γ1

è γ2 ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ï. 1.2).
Âûáåðåì u1, . . . , um òàêèå, ÷òî

ρ(ui) = (pi, wi), i = 1, . . . , m.

Òîãäà èç (2.11) ñëåäóåò, ÷òî ρ(−ui) = (pi,−wi), i = 4, . . . , m. Ñ÷èòàåì,
÷òî w1 = w2 = w3 = 0.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 äèôôåðåíöèàë ψ1ψ2dz/w èìååò ïîëþñû òîëü-
êî âòîðîãî ïîðÿäêà áåç âû÷åòîâ, ïîýòîìó ψ1ψ2dz/w ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèåé äèôôåðåíöèàëîâ du, ℘(u)du, ℘(u− u1)du, . . . , ℘(u−
um)du, ℘(u + u4)du, . . . , ℘(u + um)du.

Íàéäåì ýòó ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ. Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåí-
ñòâî ρ∗(dz/w) = du. Ïóñòü

α0 = resQ
ψ1

w
dz, β0 = resQ

ψ2

w
dz

â òî÷êå Q ∈ {
P0, . . . , P3, P

±
4 , . . . , P±

m

}
. Ïóñòü u0 ∈ T òàêàÿ, ÷òî ρ(u0) =

Q. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 1

ρ∗
ψ1ψ2

w
dz =

α0β0

(u− u0)2du + O(1) du.

Èç âèäà ψ1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âû÷åòîâ ψ1dz/w èìååì

resP0

ψ1

w
dz = −2

m∑
i=1

αi, resP1

ψ1

w
dz = 2α1, . . . , resP3

ψ1

w
dz = 2α3,
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resP±4

ψ1

w
dz = α4, . . . , resP±m

ψ1

w
dz = αm.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ âû÷åòû ψ2dz/w.
Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ρ∗ψ1ψ2

w dz ðàâíà
(

4
m∑

i=1

m∑
j=1

αiβj℘(u) + 4
3∑

i=1

αiβi℘(u− ui)

+
m∑

i=4

αiβi(℘(u− ui) + ℘(u + ui)) + c0

)
du.

Îïðåäåëèì êîíñòàíòó c0 èç ïîâåäåíèÿ 1-ôîðì îêîëî ρ(0) = ∞.
Íàéäåííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äëÿ ρ∗ψ1ψ2

w dz ðàçëàãàåòñÿ â îêðåñò-
íîñòè 0 â ñëåäóþùèé ðÿä:

4
m∑

i=1

m∑
j=1

αiβj
du

u2 +

(
4

m∑
i=1

δiαiβi℘(ui) + c0

)
du + O(u) du. (2.12)

Âûáåðåì ëîêàëüíûé ïàðàìåòð q = 1√
z
. Òîãäà â îêðåñòíîñòè ∞ èìååì

(z, w) =

(
1

q2 ,
2

q3

√
(1− p1q2)(1− p2q2)(1− p3q2)

)

è
du =

dz

w
= −(1 + O(q)) dq.

×òîáû âûïèñàòü ðÿä Ëîðàíà äèôôåðåíöèàëà ψ1ψ2dz/w â òî÷êå∞,
âîñïîëüçóåìñÿ àñèìïòîòèêîé:

m∑

i=1

αiw

z − pi
= q2

m∑

i=1

αi(1 + piq
2 + O(q4))

è

qw dq =
1

q2

√
(1− p1q2)(1− p2q2)(1− p3q2) =

1

q2 (1−(p1+p2+p3)q
2+O(q4)).

Ïîñêîëüêó p1 + p2 + p3 = 0, ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî 1
q2 + O(q2).
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Âûïèøåì ðàçëîæåíèå ψ1ψ2dz/w:
m∑

i=1

αiw
z−pi

m∑
j=1

βjw
z−pj

dz
w = −4

m∑
i=1

αi

1−piq2

m∑
j=1

βj

1−pjq2 qwdq =

−4

(
m∑

i,j=1
αiβj

1
q2 +

m∑
i=1

αi(1 + piq
2 + O(q4))

m∑
j=1

βj(1 + pjq
2 + O(q4))

)
dq

+O(q) dq = −4
m∑

i,j=1
αiβj

dq
q2 − 4

m∑
i,j=1

αiβj(pi + pj)dq + O(q)dq.

(2.13)
Ïðèðàâíèâàÿ ðàçëîæåíèÿ (2.12) è (2.13) äèôôåðåíöèàëà ψ1ψ2dz/w,
íàõîäèì c0:

c0 = 4
m∑

i=1

m∑
j=1

αiβj(pi + pj)− 4
m∑

i=1

δiαiβipi.

Èç ñîîòíîøåíèé∫

γk

℘(u− ui) du =

∫

γk

℘(u) du =

∫

γk

zdz

w
= −2ηk,

∫

γk

du = 2ωk,

ñïðàâåäëèâûõ äëÿ i = 1, . . . , m è k = 1, 2, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåì-
ìû 4.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2. Èç ëåììû 4 ñëåäóåò,
÷òî A íå çàâèñèò îò âûáîðà p1, . . . , pm. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñèììåòðè÷åñêèì áèëèíåéíûì ôîðìàì A è B(p), áóäåì
òàêæå îáîçíà÷àòü ÷åðåç A è B(p). Âûïèøåì ìàòðèöû ýòèõ êâàäðàòè÷-
íûõ ôîðì:

A =




1 + δ1 1 . . . 1

1 1 + δ2 . . . 1
... ... . . . ...
1 1 . . . 1 + δm




,

B(p) =




(2− δ1)p1 p2 + p1 . . . pm + p1

p1 + p2 (2− δ2)p2 . . . pm + p2
... ... . . . ...

p1 + pm p2 + pm . . . (2− δm)pm




.
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Íàïîìíèì, ÷òî óãëîâûì ìèíîðîì ðàçìåðà k ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ
îïðåäåëèòåëü ïîäìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç k âåðõíèõ ñòðîê è k ëåâûõ
ñòîëáöîâ ìàòðèöû.

Ïóñòü m ≥ 3 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Óãëîâûå ìèíîðû ðàçìåðà
k = 1, 2, 3 ìàòðèöû A ðàâíû 2, 3, 4 ñîîòâåòñòâåííî, ò. å. ïîëîæèòåëüíû.
Äëÿ êàæäîãî k ≥ 4 óãëîâîé ìèíîð ðàâåí 24−k(k − 1) > 0. Ýòî ìîæíî
ïîêàçàòü ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèöû. Íà÷èíàÿ ñ íèæ-
íåé ñòðîêè âû÷èòàåì èç êàæäîé ñòðîêè ïðåäûäóùóþ. Çàâåðøèì ýòîò
ïðîöåññ íà âòîðîé ñòðîêå:




1 + δ1 1 . . . 1

1 1 + δ2 . . . 1
... ... . . . ...
1 1 . . . 1 + δk



∼




1 + δ1 1 . . . 1 1 1

−δ1 δ2 . . . 0 0 0

0 −δ2
. . . . . . 0 0

... ... . . . . . . ... ...
0 0 . . . −δk−2 δk−1 0

0 0 . . . 0 −δk−1 δk




.

Äàëåå, íà÷íåì ñ ïðåäïîñëåäíåãî ñòîëáöà íîâóþ ñåðèþ ïðåîáðàçîâà-
íèé: ïðèáàâëÿåì ê êàæäîìó ñòîëáöó ïðåäûäóùèé ñòîëáåö. Çàâåðøèì
ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû íà ÷åòâåðòîì ñòîëáöå:



1 + δ1 1 1 k − 3 k − 2 . . . 3 2 1

−δ1 δ2 0 0 0 . . . 0 0 0

0 −δ2 δ3 0 0 . . . 0 0 0

0 0 −δ3 δ4 0 . . . 0 0 0

0 0 0 0 δ5
. . . 0 0 0

... ... ... ... . . . . . . ... ...
0 0 0 0 0 . . . δk−2 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 δk−1 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0 δk




.

Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïðèáàâèòü ê òðåòüåìó ñòîëáöó óäâîåííûé ÷åòâåð-
òûé ñòîëáåö, ÷òîáû ïîäìàòðèöà ðàñïàëàñü. Äîïîëíåíèå ê óãëîâîìó
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ìèíîðó ðàçìåðà 3 äèàãîíàëüíî è îïðåäåëèòåëü ðàâåí 1
2k−3 , à îïðåäåëè-

òåëü óãëîâîãî ìèíîðà ðàçìåðà 3 ðàâåí 2(k−1). Ñëåäîâàòåëüíî, óãëîâîé
ìèíîð ðàçìåðà k ≥ 4 ðàâåí 24−k(k − 1).

Èç ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ óãëîâûõ ìèíîðîâ A ïî êðèòåðèþ Ñèëüâå-
ñòðà ïîëó÷àåì, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Âûïèøåì ìàòðèöû Ãðàìà � Øìèäòà îòíîñèòåëüíî áàçèñà ξ1, ξ2, ξ3:

(A(ξi, ξj))3×3 = (δij), (2.14)

(B(ξi, ξj))3×3 = (µiδij), (2.15)

ãäå µ1, µ2, µ3 ∈ R. Äëÿ êàæäîãî p = (p1, . . . , pm) ÷èñëà µ1, µ2, µ3 îïðå-
äåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
òîðîâ Γ(pt) òàêîå, ÷òî ïåðèîäû

∫

γ

ξ2
1
dz

w
,

∫

γ

ξ2
2
dz

w
,

∫

γ

ξ2
3
dz

w

ïîïàðíî ðàçëè÷íû ïðè γ = γ1, γ2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

(p1, . . . , pm) =

{ (−1, 0, 1, 2, 2 + t, 3, . . . , m−1
2 + t

)
ïðè m íå÷åòíîì,(−1, 0, 1, 2, 2 + t, 3, . . . , m

2 , 1 + t
)

ïðè m ÷åòíîì,

ãäå t ∈ [0, 1).
Ïóñòü

ζk(t) =
3∑

i=1

δik

z − pi
+

m∑
j=4

ζ i
k(t)

z − pj(t)
, k = 1, 2, 3,

ãäå δik � ñèìâîë Êðîíåêåðà è



ζ4
k(t)

. . .

ζm
k (t)


 = −M−1

4,...,m(t)




1
p4(t)−pk

. . .
1

pm(t)−pk


 .
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Òàê êàê

M




δ1k

δ2k

δ3k

ζ4
k(t)

. . .

ζm
k (t)




=




1
p4(t)−pk

. . .
1

pm(t)−pk


 + M4,...,m(t)




ζ4
k(t)

. . .

ζm
k (t)


 ,

ñåìåéñòâî ôóíêöèé ζ1(t), ζ2(t), ζ3(t) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì V (pt).
Ïîëîæèì

ζk(0) =

{
1

z−pk
, ïðè íå÷åòíûõ m,

1
z−pk

+ 4δ3k

z−pm
, ïðè ÷åòíûõ m,

k = 1, 2, 3.

Ëåììà 5. Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìàëîå T > 0 òàêîå, ÷òî
ôóíêöèè ζ i

k(t) : [0, T ) → R, k = 1, 2, 3, i = 4, . . . , m, îïðåäåëåíû è
íåïðåðûâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

P ′(z)

P (z)
=

1

z − p1
+

1

z − p2
+

1

z − p3

è

pi − pj =

{
O(t) ïðè {i, j} = {2k, 2k + 1} äëÿ íåêîòîðîãî k ≥ 2,

O(1) èíà÷å,
òî äëÿ m íå÷åòíûõ

tM4,...,m(t) =




P ′(p4)
4P (p4)

1
p4−p5

. . . 1
p4−pm

1
p5−p4

P ′(p5)
4P (p5)

. . . 1
p5−pm... ... . . . ...

1
pm−p4

1
pm−p5

. . . P ′(pm)
4P (pm)



∼




ε −1 . . . ε ε

1 ε ε ε
... ... . . . ...
ε ε ε −1

ε ε . . . 1 ε



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è äëÿ m ÷åòíûõ

tM4,...,m(t) ∼




ε −1 . . . ε ε ε

1 ε ε ε ε
... ... . . . ...
ε ε ε −1 ε

ε ε 1 ε ε

ε ε . . . ε ε 1
4 + ε




, (2.16)

ãäå ε = O(t).
Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì T äëÿ âñåõ t ∈ (0, T )

âåëè÷èíà | det tM4,...,m(t)| áîëüøå c1 = 1/8, à àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû tM4,...,m(t) ìåíüøå èëè ðàâíû c2 = 1. Ïîñêîëü-
êó ýëåìåíò îáðàòíîé ìàòðèöû ðàâåí îòíîøåíèþ àëãåáðàè÷åñêîãî äî-
ïîëíåíèÿ è îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû, îáðàòíûå ìàòðèöû (tM4,...,m(t))−1

ñóùåñòâóþò è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ (tM4,...,m(t))−1 ìåíüøå
(m− 1)!cm−1

2 /c1 = 8(m− 1)! äëÿ t ∈ (0, T ).
Íåïðåðûâíîñòü ζ i

1(t), ζ i
2(t), ζ i

3(t), i = 4, . . . , m, íà (0, T ) î÷åâèäíà.
Ïîêàæåì íåïðåðûâíîñòü ñïðàâà â òî÷êå 0.

Äëÿ m íå÷åòíîãî êîìïîíåíòû âåêòîðîâ



1
p4(t)−p1

1
p5(t)−p1

. . .
1

pm−1(t)−p1

1
pm(t)−p1




=




1
3
1

3+t

. . .
2

m+1
2

m+1+2t




,




1
p4(t)−p2

1
p5(t)−p2

. . .
1

pm−1(t)−p2

1
pm(t)−p2




=




1
2
1

2+t

. . .
2

m−1
2

m−1+2t




, (2.17)




1
p4(t)−p3

1
p5(t)−p3

. . .
1

pm−1(t)−p3

1
pm(t)−p3




=




1
1

1+t

. . .
2

m−3
2

m−3+2t



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îãðàíè÷åíû. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåë lim
t→+0

t(tM4,...,m(t))−1

ðàâåí íóëåâîé ìàòðèöå è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

lim
t→+0

ζ1(t) = ζ1(0), lim
t→+0

ζ2(t) = ζ2(0), lim
t→+0

ζ3(t) = ζ3(0).

Äëÿ m ÷åòíîãî âñå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ (2.17), êðîìå êîîðäèíàòû
1

pm(t)−p3
, îãðàíè÷åíû. Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
t→+0

ζ1(t) = ζ1(0), lim
t→+0

ζ2(t) = ζ2(0).

×òîáû íàéòè ïðåäåë ôóíêöèè lim
t→+0

ζ3(t), èçáàâèìñÿ îò íåîïðåäåëåí-
íîñòè 0 · ∞ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

− lim
t→+0

t(tM4,...,m(t))−1




1
p4(t)−p3

1
p5(t)−p3

. . .
1

pm−1(t)−p3

1
pm(t)−p3




= − lim
t→+0

t
(
tM4,...,m(t)

)−1




1
1

1+t

. . .
2

m−4

1/t




= − lim
t→+0

(tM4,...,m(t))−1




0

. . .

0

1




.

Îáîçíà÷èì lim
t→+0

(tM4,...,m(t))−1 ÷åðåç

1

det tM4,...,m(t)




. . . . . . . . . C1

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . Cm−4

. . . . . . . . . Cm−3




,

ãäå C1, . . . , Cm−3 � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ. Ïîñêîëüêó ïðè 1 ≤
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j ≤ m− 4 âñå ýëåìåíòû ïîñëåäíåé ñòðîêè ïîäìàòðèöû

Cj = (−1)j+m−3 · det




ε −1 . . . ε ε

1 ε . . . ε ε
... ... . . . ... ...
ε ε . . . ε −1

ε ε . . . 1 ε

ε ε . . . ε ε




ýêâèâàëåíòíû ε, òî det Cj = ε ïðè t → 0.
Àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå Cm ýêâèâàëåíòíî

Cm = (−1)m−3+m−3 · det




ε −1 . . . ε ε

1 ε . . . ε ε
... ... . . . ... ...
ε ε . . . ε −1

ε ε . . . 1 ε




= 1 + ε

ïðè t → 0. Èç (2.16) ñëåäóåò, ÷òî det tM4,...,m(t) = 1
4 + ε ïðè t → 0.

Òàêèì îáðàçîì,

lim
t→+0

(
tM4,...,m(t)

)−1
=




. . . . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . 0

. . . . . . . . . 4




,

è ζ3(0) = lim
t→+0

ζ3(t). Ëåììà äîêàçàíà.
Äîîïðåäåëèì V (pt) ïðè t = 0 êàê ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ζ1(0), ζ2(0),

ζ3(0).
Òåïåðü î÷åâèäíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 6. Ôóíêöèè A(ζi(t), ζj(t)), B(pt; ζi(t), ζj(t)) íåïðåðûâíû ïðè

t ∈ [0, 1) äëÿ i, j ∈ {1, 2, 3}.
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Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4. Ïðè íå÷åòíîì m ïîëî-
æèì

ξ1 =
1

2
(−ζ1(0) + ζ2(0) + ζ3(0)),

ξ2 =
1

2
(ζ1(0)− ζ2(0) + ζ3(0)), ξ3 =

1

2
(ζ1(0) + ζ2(0)− ζ3(0)).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(aij) = (A(ξi, ξj)) =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 , (bij) = (B(p0; ξi, ξj)) =




1 0 0

0 0 0

0 0 −1


 .

Ñëåäîâàòåëüíî, íà Γ0 èìååì µ1 = 1, µ2 = 0, µ3 = −1.
Ïóñòü ïðè m ÷åòíîì

ξ1 = −
√

39

78
(5ζ1(0) + 5ζ2(0)− 3ζ3(0)),

ξ2 = −
√

6

6
(ζ1(0)− 2ζ2(0)), ξ3 =

√
2

2
ζ1(0).

Òîãäà ìàòðèöà (aij) ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé, à (bij) èìååò õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèé ïîëèíîì 13µ3−12µ2−21µ+4. Íóëè ýòîãî ïîëèíîìà ðàâíû µ1,
µ2, µ3. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî µ1, µ2, µ3 ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ m ñóùåñòâóåò òàêîé òîð Γ0, ÷òî ÷èñëà µ1,
µ2, µ3 ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïî ëåììå 6 ýëåìåíòû ìàòðèöû Ãðàìà �
Øìèäòà (2.14 � 2.15) íåïðåðûâíû íà [0, T ). Ïîýòîìó ÷èñëà µ1, µ2, µ3

íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò t íà [0, T ) êàê êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïî-
ëèíîìà ìàòðèöû Ãðàìà � Øìèäòà. Òåì ñàìûì ñóùåñòâóåò T ′ òàêîå,
÷òî äëÿ t ∈ [0, T ′) ÷èñëà µ1, µ2, µ3 ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïðåäëîæåíèå 4
äîêàçàíî.

Ïóñòü
ak =

∫

γ1

ξ2
k

dz

w
, bk =

∫

γ2

ξ2
k

dz

w
, k = 1, 2, 3. (2.18)

50



Ðàâåíñòâà

ak =

∫

γ1

ξ2
k

dz

w
= −8η1A(ξk, ξk)+8ω1B(ξk, ξk) = −8η1+8ω1µk, k = 1, 2, 3,

bk =

∫

γ2

ξ2
k

dz

w
= −8η2A(ξk, ξk)+8ω2B(ξk, ξk) = −8η2+8ω2µk, k = 1, 2, 3,

âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ (2.4) è ðàâåíñòâ (2.14), (2.15). Ïîýòîìó
(

a1 a2 a3

b1 b2 b3

)
= 8

(
−η1 ω1

−η2 ω2

)(
1 1 1

µ1 µ2 µ3

)
.

Ïåðèîäû a1, a2, a3, b1, b2, b3 òðóäíî îöåíèòü è òåì áîëåå òðóäíî âû-
÷èñëèòü. Â ñëåäóþùåé ëåììå ïðèâîäèì óñëîâèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâî-
ðÿþò ýòè ïåðèîäû.

Ëåììà 7. Ïóñòü òîð Γ òàêîâ, ÷òî µ1, µ2, µ3 ðàçëè÷íû. Òîãäà
1) ïåðèîäû a1, a2, a3 âåùåñòâåííûå, à ïåðèîäû b1, b2, b3 ìíèìûå;
2) ïåðèîäû ξ2

kdz/w ïî ðàçíûì öèêëàì íå îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíî-
âðåìåííî:

|ak|+ |bk| 6= 0, k = 1, 2, 3;

3) åñëè è ñóùåñòâóåò, òî íå áîëåå îäíîé ïàðû íåñîâïàäàþùèõ èí-
äåêñîâ k, l ∈ {1, 2, 3} òàêèõ, ÷òî

akbl + albk = 0;

4) åñëè è ñóùåñòâóåò, òî íå áîëåå îäíîé ïàðû íåñîâïàäàþùèõ èí-
äåêñîâ k, l ∈ {1, 2, 3} òàêèõ, ÷òî

akbl − albk = 0;

5) åñëè è ñóùåñòâóåò, òî íå áîëåå îäíîãî èíäåêñà k ∈ {1, 2, 3}
òàêîãî, ÷òî

ak = 0;

ýòî óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî äëÿ bk = 0;
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6) äëÿ ðàçëè÷íûõ k, l ∈ {1, 2, 3}

|akbl − albk|+ |akbl + albk| 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ðàññìîòðèì èíâîëþöèþ τ : (z, w) 7→ (z̄, w).
Äëÿ 1-ôîðì ϕ = dz/w è zdz/w ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

τ ∗ϕ = ϕ.

Òîãäà âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
∫

γ1

ϕ =

∫

τγ1

ϕ =

∫

ττγ1

τ ∗ϕ =

∫

γ1

ϕ.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç γ1 = τγ1. Âòîðîå ðàâåíñòâî âåðíî äëÿ
ëþáûõ èíâîëþöèé. Òðåòüå ïîëó÷àåì èç τ ∗ϕ = ϕ.

Àíàëîãè÷íî, íî ñ ó÷åòîì γ2 = −τγ2 âûòåêàåò ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
∫

γ2

ϕ =

∫

−τγ2

ϕ =

∫

−ττγ2

τ ∗ϕ = −
∫

γ2

ϕ.

Çíà÷èò, ïåðèîäû ω1 è η1 � âåùåñòâåííûå, à ω2 è η2 � ÷èñòî ìíè-
ìûå ÷èñëà. Ïåðèîäû ak è bk ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè c
âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ω1, η1 è ω2, η2 ñîîòâåòñòâåííî. Èòàê,
ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî.

2. Ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ ak = −η1 + µkω1 è bk = −η2 + µkω2,
òî (

ak

bk

)
=

(
−η1 + µkω1

−η2 + µkω2

)
=

(
−η1 ω1

−η2 ω2

)(
1

µk

)
. (2.19)

Êâàäðàòíóþ ìàòðèöó â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆. Èç
ðàâåíñòâà Ëåæàíäðà η1ω2 − η2ω1 = πi

2 , âûïîëíåííîãî íà ëþáîì òîðå
[22], ñëåäóåò, ÷òî det ∆ = −η1ω2 + η2ω1 6= 0. Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâè-
ñèìîñòè ñòîëáöîâ ∆ âåêòîð

(
ak bk

)
íå ìîæåò áûòü íóëåâûì. Ñëåäî-

âàòåëüíî, âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî.
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3. Èç (2.19) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

albk + akbl =
(
al bl

)(
bk

ak

)
=

(
1 µl

)
∆t

(
0 1

1 0

)
∆

(
1

µk

)
,

ãäå k, l ∈ {1, 2, 3}, ïîýòîìó
(

akbl + albk

akbj + ajbk

)
=

(
1 µl

1 µj

)
∆t

(
0 1

1 0

)
∆

(
1

µk

)
.

Ïîñêîëüêó µl 6= µj è det ∆ 6= 0, ñòîëáöû ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö
(

1 µl

1 µj

)
∆t

(
0 1

1 0

)
∆

ëèíåéíî íåçàâèñèìû è âåêòîð
(
akbl + albk akbj + ajbk

)
íåíóëåâîé.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè ñïðàâåäëèâîñòü òðåòüåãî óòâåðæäå-
íèÿ.

4. ×åòâåðòîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òðåòüåìó è ñëå-
äóåò èç òîãî, ÷òî

det

[(
1 µl

1 µj

)
∆t

(
0 −1

1 0

)
∆

]
6= 0.

5. ×òîáû äîêàçàòü ïÿòîå óòâåðæäåíèå, ðàññìîòðèì ak è al ñ ðàçëè÷-
íûìè èíäåêñàìè k, l ∈ {1, 2, 3}. Ïåðèîä ω1 íå ðàâåí 0.

Èç ðàâåíñòâà
(

ak

al

)
=

(
−η1 + µkω1

−η1 + µlω1

)
=

(
1 µk

1 µl

)(
−η1

ω1

)

è µk 6= µl âûòåêàåò ïÿòîå óòâåðæäåíèå.
Çàìåòèì, ÷òî ïÿòîå óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî äëÿ bk, k = 1, 2, 3.
6. Øåñòîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç âòîðîãî è ïÿòîãî óòâåðæäåíèé.
Ëåììà äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî µ1, µ2,
µ3 ðàçëè÷íû. Â ïðåäëîæåíèè 4 ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ òîðîâ.

Ñîãëàñíî ëåììå 7 ïåðåíóìåðàöèåé ξ1, ξ2, ξ3 ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî,
÷òî a3 6= 0 è a1b3 + a3b1 6= 0, ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî

a3 6= 0, a1b3 + a3b1 6= 0.

Îòñóòñòâèå ïåðèîäîâ. Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïåðèîäîâ

Re

∫

γ

ψ1ψ2
dz

w
= 0,

∫

γ

ψ2
1
dz

w
−

∫

γ

ψ2
2
dz

w
= 0, γ = γ1, γ2,

ñîñòîèò èç äâóõ âåùåñòâåííûõ è äâóõ êîìïëåêñíûõ óðàâíåíèé.
Â ïåðâóþ ÷àñòü óñëîâèÿ ïîäñòàâèì ψ1 è ψ2:
∫

γ

ψ1ψ2
dz

w
=

∫

γ

(
vxξ2

1 + yξ2
2 + (vy + x)ξ1ξ2 + vuξ1ξ3 + uξ2ξ3

)dz

w

=

∫

γ

(
vxξ2

1 + yξ2
2
)dz

w
=

{
vxa1 + ya2 ïðè γ = γ1,

vxb1 + yb2 ïðè γ = γ2.

Ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò èç ëåììû 1. Ïîñëåäíåå ðà-
âåíñòâî âûïîëíåíî ââèäó (2.18). Ïî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû 7
ïåðèîäû

vxa1 + ya2 = −(a1b2 − a2b1)s ∈ iR, vxb1 + yb2 = (a1b2 − a2b1)r ∈ iR

÷èñòî ìíèìûå, ïîýòîìó ïåðâàÿ ÷àñòü óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ïåðèîäîâ âû-
ïîëíåíà.

Âòîðàÿ ÷àñòü óñëîâèÿ óïðîùàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïåðâîé:
∫

γ

ψ2
1
dz

w
−

∫

γ

ψ2
2
dz

w
=

∫

γ

(
v2ξ2

1 + ξ2
2

)dz

w
−

∫

γ

(
x2ξ2

1 + y2ξ2
2 + u2ξ2

3
)dz

w

=

{
v2a1 + a2 − x2a1 − y2a2 − u2a3 ïðè γ = γ1,

v2b1 + b2 − x2b1 − y2b2 − u2b3 ïðè γ = γ2.
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Çàìåòèì, ÷òî ïî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû 7 ïåðèîäû a1, a2, a3

âåùåñòâåííû. Âûáîð u â âèäå (2.6) îáåñïå÷èâàåò îáðàùåíèå â íóëü
ïåðèîäîâ ïî öèêëó γ1. Ïîêàæåì, ÷òî âûáîð v â âèäå (2.5) ïðèâîäèò ê
ðàâåíñòâó íóëþ ïåðèîäîâ ïî γ2.

Èç âèäà v(r, s) çàêëþ÷àåì, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïîëèíîìà

cv4 + (|c|2 + 2i Im d)v2 + c̄d = 0.

Îáîçíà÷èì |c|2 +2i Im d ÷åðåç α. Äèñêðèìèíàíò ýòîãî ïîëèíîìà âåùå-
ñòâåí:

α2−4|c|2d = |c|4+4|c|2i Im d−4 Im2 d−4|c|2d = |c|4−4|c|2 Re d−4 Im2 d.

Ïîêàæåì, ÷òî îí ïîëîæèòåëåí äëÿ (r, s) èç íåêîòîðîé îáëàñòè Ω ⊂
R2. Çàìåòèì, ÷òî d(r, s), c(r, s) è äèñêðèìèíàíò íåïðåðûâíî çàâèñÿò
îò (r, s) íà R2. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî óêàçàòü òî÷êè â R2, ãäå
äèñêðèìèíàíò ïîëîæèòåëåí.

Åñëè a2b3 + a3b2 6= 0, òî äëÿ (r, s) = (0, 0) äèñêðèìèíàíò ïîëîæèòå-
ëåí: ∣∣∣∣

a2b3 + a3b2

a1b3 + a3b1

∣∣∣∣
2

> 0.

Åñëè a2b3 + a3b2 = 0, òî ïðè s = 0 äèñêðèìèíàíò ðàâåí

a4
1r

6
∣∣∣∣
a2b3 − a3b2

a1b3 + a3b1

∣∣∣∣
2(

a4
1

(
a2b3 − a3b2

a1b3 + a3b1

)2

r2 + 4a2
2
a1b3 − a3b1

a1b3 + a3b1

)

è íåîòðèöàòåëåí äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r. Ñëåäîâàòåëüíî, åñòü îá-
ëàñòü Ω ⊂ R2, ãäå äèñêðèìèíàíò íåîòðèöàòåëåí.

Òåïåðü ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå ïåðèîäà v2b1 + b2−x2b1−y2b2−u2b3

çíà÷åíèÿ u, x, y, óìíîæèì íà a3v
2 è ñîêðàòèì íà −(a1b3 +a3b1). Ïóñòü

a3v
2 6= 0. Î÷åâèäíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïåðèîä v2b1 + b2 −

x2b1−y2b2−u2b3 ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v̄2v2+cv2+d =

0.
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Ïîäñòàâèì (2.5) â v̄2v2 + cv2 + d. Äëÿ (r, s) ∈ Ω èìååì

v̄2v2 + cv2 + d =
1

4|c|2 (α±
√

α2 − 4|c|2d)(α±
√

α2 − 4|c|2d)α2

−1

2
(α±

√
α2 − 4|c|2d) + d =

1

4|c|2 (|c|
2 ±

√
α2 − 4|c|2d− 2i Im d)

×(|c|2 ±
√

α2 − 4|c|2d + 2i Im d)α2 − 1

2
(α±

√
α2 − 4|c|2d) + d

=
1

4|c|2 (|c|
4 ± 2|c|2

√
α2 − 4|c|2d + α2 − 4|c|2d + 4 Im2 d)

−1

2
(α±

√
α2 − 4|c|2d) + d =

|c|2
4
±

√
α2 − 4|c|2d

2

+
α2 + 4 Im2 d

4|c|2 − d− |c|2
2
− i Im d− ±

√
α2 − 4|c|2d

2
+ d = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ (r, s) ∈ Ω ïåðèîäû (2) ïî γ1 è γ2 ðàâíû íóëþ.

Êîððåêòíîñòü êîíñòðóêöèè.
Ëåììà 8. Ìíîæåñòâî íóëåé c(r, s) è v(r, s) èìååò ìåðó íóëü â

R2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 7 ñëåäóåò, ÷òî

ïîëèíîì (a1r + b1s)
2 íåíóëåâîé. Ïî øåñòîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû 7

ôóíêöèÿ c(r, s) íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ. Îòñþäà ìíîæåñòâî íóëåé
c(r, s) èìååò ìåðó íóëü.

Êîðíè ïîëèíîìà cv4 + (|c|2 + 2i Im d)v2 + c̄d ðàâíû íóëþ, åñëè è
òîëüêî åñëè |c|2 + 2i Im d = 0 è c̄d = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì v(r, s) = 0 ÿâëÿåòñÿ c(r, s) = 0. Ëåììà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ψ1 è ψ2, íå ñîäåðæàò
äåëåíèÿ íà íóëü äëÿ ïî÷òè âñåõ (r, s) ∈ Ω.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ñóùåñòâóþò (r, s) ∈ Ω òàêèå, ÷òî ψ1 è ψ2

èìåþò ïîëþñû â êàæäîé òî÷êå P0, . . . , P3, P
±
4 , . . . , P±

m .
Ïîäìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç ñòîëáöîâ j1, . . . , jm ìàòðèöû M , îáî-

çíà÷èì ÷åðåç Mj1,...,jm
.

56



Ëåììà 9. Äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê p1, . . . , pm ∈ R òàêèõ, ÷òî p1 +

p2 + p3 = 0, âñå êâàäðàòíûå ïîäìàòðèöû Mj1,...,jm
íåâûðîæäåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ïåðåîáîçíà÷åíèè ïåðåìåííûõ pi è pj äëÿ
3 ≤ i, j ≤ m (1 ≤ i, j ≤ 3) ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè i-é è j-é ñòîëáöû;
òàêæå ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè (i− 3)-ÿ è (j − 3)-ÿ ñòðîêè (òîëüêî i-é è j-é
ñòîëáöû) ìàòðèöû M . Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåâûðîæäåííîñòü
ïîäìàòðèö M4,...,m, M1,4,...,m−2, M1,2,4,...,m−1, M1,...,m−3.

Íåâûðîæäåííîñòü ïîäìàòðèöû M4,...,m äîêàçàíà â ëåììå 2.
Ïóñòü N � äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîëîæèì

p = (p1, . . . , pm) = (−1, 0, 1, N,N + 1, 2N, 2N + 1, . . . ).

Ïîäìàòðèöû M1,4,...,m−1, M1,2,4,...,m−2, M1,...,m−3 èìåþò âèä
(

R S

T U

)
,

ãäå S ýòî M4,...,m−1, M4,...,m−2 èëè M4,...,m−3. Ïî ëåììå 2 â êàæäîì ñëó-
÷àå ïîäìàòðèöà S íåâûðîæäåíà. Ýëåìåíòû R èìåþò àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå ε = O(1/N) ïðè N →∞. Ýëåìåíòû U îãðàíè÷åíû êîíñòàí-
òîé, íå çàâèñÿùåé îò N .

Ïîäìàòðèöà T èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

(
1

pm−p1

)
,

(
1

pm−1−p1

1
pm−1−p2

1
pm−p1

1
pm−p2

)
èëè




1
pm−2−p1

1
pm−2−p2

1
pm−2−p3

1
pm−1−p1

1
pm−1−p2

1
pm−1−p3

1
pm−p1

1
pm−p2

1
pm−p3


 .

Âûáåðåì ÷èñëà (òîëüêî òå, êîòîðûå âõîäÿò â ìàòðèöó T ) pm−2, pm−1,
pm ∈ (0, 1) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü T íå áûë ðàâåí íóëþ.
Òîãäà ïðè N →∞ ìàòðèöà

(
R S

T U

)
→

(
ε S

T ∗

)

ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ìàòðèöû ñ íåâûðîæäåííûìè îïðåäåëèòåëÿìè.
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Îöåíèì ïîäìàòðèöû M1,4,...,m−1, M1,2,4,...,m−2, M1,...,m−3:

det

(
ε S

T ∗

)
= − det S det T + O(1/N).

Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàæåì ñëåäñòâèå èç ëåììû 9.
Ëåììà 10. Äëÿ ïî÷òè âñåõ p = (p1, . . . , pm) òàêèõ, ÷òî p1 + p2 +

p3 = 0, äëÿ êàæäîé òî÷êè P0, . . . , P3, P
±
4 , . . . , P±

m íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ
ψ ∈ V (p), èìåþùàÿ ïîëþñ â ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2 ïðîñòðàíñòâî

V (p) =

{
m∑

i=1

νiw

z − pi
| (ν1, . . . , νk, . . . , νm) ∈ ker M

}

òðåõìåðíî äëÿ ïî÷òè âñåõ p = (p1, . . . , pm) òàêèõ, ÷òî p1 + p2 + p3 = 0.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå óòâåðæäåíèþ ëåììû � ïóñòü ôóíêöèè èç

V (p) íå èìåþò ïîëþñà â îäíîé èç òî÷åê (pk, wk) ∈
{
P1, P2, P3, P

±
4 , . . . , P±

m

}
,

k ∈ {1, . . . , m}. Òîãäà

V (p) =

{
m∑

i=1

νiw

z − pi
| (ν1, . . . , νk−1, νk, νk+1, . . . , νm) ∈ ker M, νk = 0

}

=

{
m∑

i=1,i 6=k

νiw

z − pi
| (ν1, . . . , νk−1, νk+1, . . . , νm) ∈ ker M ′

}
,

ãäå M ′ � ìàòðèöà M ñ âû÷åðêíóòûì k-ì ñòîëáöîì.
Äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê p1, . . . , pm ìàòðèöà M ′ ïî ëåììå 9 èìååò ìàê-

ñèìàëüíûé ðàíã. Ñëåäîâàòåëüíî, dimC ker M ′ = m−1− rank M ′ = 2, à
dimC V (p) = dimC ker M = dimC ker M ′ = 3. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Òåïåðü îñòàëîñü ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ òî÷êè
P0.

Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå óòâåðæäåíèþ ëåììû. Ïóñòü ôóíêöèè èç
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V (p) íå èìåþò ïîëþñà â P0:

V (p) =

{
m∑

i=1

νiw

z − pi
| (ν1, . . . , νm) ∈ ker M, ν1 + · · ·+ νm = 0

}

=

{
m∑

i=1

νiw

z − pi
| (ν1, . . . , νm) ∈ ker M ′′

}
,

ãäå M ′′ � ìàòðèöà M , äîïîëíåííàÿ ñòðîêîé, ñîñòîÿùåé èç åäèíèö.
Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 9 ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà

M ′′

èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã äëÿ ïî÷òè âñåõ òî÷åê p1, . . . , pm. Ñëåäîâà-
òåëüíî, dimC ker M ′′ = m− rank M ′′ = 2, à dimC V (p) = dimC ker M =

dimC ker M ′′ = 3. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 11. Ôóíêöèÿ v(r, s) íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé íà Ω.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 8 äëÿ ïî÷òè âñåõ (r, s) ∈ R2 ïîëèíîì

c(r, s) íå ðàâåí íóëþ. Äëÿ c(r, s) 6= 0 ôóíêöèÿ v ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
ïîëèíîìà

v2 +
(|c|2 + 2i Im d)

c
v +

c̄d

c
= 0. (2.20)

Äîïóñòèì îáðàòíîå óòâåðæäåíèþ ëåììû: ïóñòü íóëè ïîëèíîìà (2.20)
ïîñòîÿííû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (|c|2+2i Im d)/c è c̄d/c ïîñòîÿííû. Îòñþ-
äà è èç âèäà ôóíêöèé c(r, s) è d(r, s) âûòåêàåò, ÷òî d(r, s) ðàâíà íóëþ,
à c(r, s) ïîñòîÿííà.

Ñëåäîâàòåëüíî, a1b3− a3b1 è a2b3− a3b2 îäíîâðåìåííî ðàâíû íóëþ;
ïðîòèâîðå÷èå ñ ÷åòâåðòûì óòâåðæäåíèåì ëåììû 7. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 12. Ìíîæåñòâî íóëåé u(r, s) èìååò ìåðó íóëü â R2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè s = 0 è r →∞ èìååì

v2(r, s) = −a2b3 − a3b2

a1b3 + a3b1
a2

1r
2 + o(r2), u2(r, s) =

a1b2 + a2b1

a1b3 + a3b1
a2

1r
2 + o(r2).

(2.21)
Åñëè a1 6= 0 è a1b2 + a2b1 6= 0, òî èç (2.21) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïî÷òè
âñåõ (r, s) ∈ R2 âåðíî u(r, s) 6= 0. Åñëè a1 = 0, òî óòâåðæäåíèå ëåììû
î÷åâèäíî.

59



Åñëè a1b2 + a2b1 = 0, òî ëåãêî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ

v2(0, 0) = −a2b3 + a3b2

a1b3 + a3b1
, u2(0, 0) = −a1

a3

a1b2 − a2b1

a1b3 + a3b1
.

Ïî øåñòîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû 7 èç a1b2 + a2b1 = 0 èìååì a1b2 −
a2b1 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ u(r, s) ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé àëãåáðàè÷å-
ñêîé. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5. Äîïóñòèì, ÷òî ψ1 íå èìååò
ïîëþñà â òî÷êå Q äëÿ âñåõ (r, s) ∈ Ω. Òîãäà ξ1 è ξ2 íå èìåþò ïîëþñà
â Q. Ýòî ñëåäóåò èç âèäà ψ1 è èç òîãî, ÷òî v(r, s) âàðüèðóåòñÿ íà Ω ïî
ëåììå 11.

Ïîýòîìó ïî ëåììå 10 ξ3 èìååò ïîëþñ â Q. Òåì ñàìûì ó

ψ2 = x(r, s)ξ1 + y(r, s)ξ2 + u(r, s)ξ3

åñòü ïîëþñ â Q ïðè r è s òàêèõ, ÷òî u(r, s) 6= 0, ò. å. ψ2 èìååò ïîëþñ
äëÿ ïî÷òè âñåõ (r, s) ∈ R2.

Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé òî÷êå P0, . . . , P3, P
±
4 , . . . , P±

m õîòÿ áû îäíà
èç ôóíêöèé ψ1 è ψ2 èìååò ïðîñòîé ïîëþñ. Ñëåäîâàòåëüíî, ó ïîâåðõ-
íîñòè (2.2) åñòü ðîâíî n = 2m − 2 ≥ 6 âëîæåííûõ ïëîñêèõ êîíöîâ.
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ðåãóëÿðíîñòü. Âû÷èñëèì ψ1 è ψ2 äëÿ s = 0. Â ýòîì ñëó÷àå

y(r) = a1r, v(r) =

√
−a2b3 + a3b2 − (a2b3 − a3b2)a2

1r
2

a1b3 + a3b1
,

x(r) =
−a2

v(r)
r, u(r) =

√
1

a3
(a1v2(r) + a2)

(
1− a1a2

v2(r)
r2

)
. (2.22)

Îáúÿñíèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî � îñòàëüíûå î÷åâèäíû. Ïî ëåììå 7 ïå-
ðèîäû a1, a2 è a3 âåùåñòâåííûå, à b1, b2 è b3 ìíèìûå ÷èñëà, ïîýòîìó
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Im d = 0 è v2 ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (2.6) âûòå-
êàåò ðàâåíñòâî

u2(r) =
1

a3

(
a1v

2(r)− a1
a2

2r
2

v2(r)
− a2a

2
1r

2 + a2

)
.

Òåïåðü ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (2.22) ïîëó÷àåòñÿ ãðóïïèðîâàíèåì ñëà-
ãàåìûõ.

Äîêàæåì ëåììó.
Ëåììà 13. Ïóñòü

r0 =

√
a3b2 + a2b3

a2
1(a2b3 − a3b2)− a1a2(a3b1 + a1b3)

íåíóëåâîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî,

a2
1a2r

2
0 + a2 6= 0, v(r0, 0) 6= 0

è ôóíêöèè ξ1, ξ2 íå èìåþò îáùèõ íóëåé.
Òîãäà ψ1(r0, 0) è ψ2(r0, 0) íå èìåþò îáùèõ íóëåé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè r = r0 è s = 0 ôóíêöèÿ u(r, s) ðàâíà íóëþ.
Ñëåäîâàòåëüíî,

(
ψ1(r0, 0)

ψ2(r0, 0)

)
=

(
v(r0, 0) 1

x(r0, 0) y(r0, 0)

)(
ξ1

ξ2

)
.

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

det

(
v(r0, 0) 1

x(r0, 0) y(r0, 0)

)
= det

(
v(r0, 0) 1

− a2

v(r0,0)r0 a1r0

)
=

r0

v(r0, 0)
(a1v

2(r0, 0)+a2).

Ïîñêîëüêó a1v
2 + a2 ðàâåí a2

1a2r
2
0 + a2, òî âûïèñàííàÿ ìàòðèöà íåâû-

ðîæäåíà. Ïîýòîìó, îáùèå íóëè ξ1, ξ2 è îáùèå íóëè ψ1(r0, 0), ψ2(r0, 0)

ñîâïàäàþò.
Ñëåäîâàòåëüíî, ψ1(r0, 0) è ψ2(r0, 0) íå èìåþò îáùèõ íóëåé íà Γ.

Ðåãóëÿðíîñòü äëÿ n = 6. Ðàññìîòðèì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü Γ,

çàäàííóþ â C2 óðàâíåíèåì

w2 = 4(z3 − z).
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Òî÷êè (0, 1), (0, 0), (0,−1), ∞, (−i
√

3
2 ,

1
2) è (−i

√
3
2 ,

1
2) ñ÷èòàåì âûêî-

ëîòûìè. Òàêèì îáðàçîì, p = (1, 0,−1, 1
2).

Ôóíêöèè ϑ1, ϑ2 è ϑ3 :

ϑ1 =
1√
57

(
482 + 15

√
57

210(z − 1)
+

341 + 30
√

57

210z
+

388− 45
√

57

210(z + 1)
+

4

6z − 3

)
;

ϑ2 =
1√
57

(
341 + 30

√
57

210(z − 1)
+

353 + 60
√

57

210z
+

349− 90
√

57

210(z + 1)
+

44

3− 6z

)
;

ϑ3 =
1√
57

(
388− 45

√
57

210(z − 1)
+

349− 90
√

57

210z
+

362 + 135
√

57

210(z + 1)
+

28

3− 6z

)
,

ñîñòàâëÿþò áàçèñ V. Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè.
Òàêæå ïðÿìûìè âûêëàäêàìè ïðîâåðÿåòñÿ òî, ÷òî

(A(ϑi, ϑj))3×3 =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 , (B(ϑi, ϑj))3×3 =

1

209475
×

×




38254 + 9395
√

57 −75203 + 5175
√

57 −77284− 15340
√

57

−75203 + 5175
√

57 49696− 16880
√

57 −71737 + 10165
√

57

−77284− 15340
√

57 −71737 + 10165
√

57 46114 + 7485
√

57


 .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (B(ϑi, ϑj))3×3 ðàâåí ïîëèíîìó

75x3 − 48x2 − 75x− 16.

Íóëè ýòîãî ïîëèíîìà âû÷èñëÿþòñÿ ñî ñêîëü óãîäíîé áîëüøîé òî÷íî-
ñòüþ è ëåæàò âáëèçè ÷èñåë

µ1 ∼ −0.504, µ2 ∼ −0.294, µ3 ∼ 1.438.

Òàêæå ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøîé òî÷íîñòüþ ìîæíî âû÷èñëèòü a1,

a2, a3, b1, b2 è b3 :
(

a1 a2 a3

b1 b2 b3

)
= 8

(
−η1 ω1

−η2 ω2

)(
1 1 1

µ1 µ2 µ3

)
.
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Ýòè êîíñòàíòû ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíû
(

a1 a2 a3

b1 b2 b3

)
∼

(
0.6742 −8.6852 0.3457

10.2593i 0.89992i 9.9309i

)
.

Äàëåå íàéäåì ïðèáëèæåíèÿ ξ1, ξ2 è ξ3 :

ξ1 =
0.5682

z − 1
2

+
0.3613

z
− 0.5684

z + 1
+

0.2192

z − 1
;

ξ2 = −0.8921

z − 1
2

+
0.4245

z
+

0.3283

z + 1
+

0.4596

z − 1
;

ξ3 = −0.4630

z − 1
2

+
0.3452

z
− 0.6102

z + 1
+

0.1032

z − 1
.

×èñëåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ξ1 è ξ2 íå èìåþò îáùèõ íóëåé.
Ïîñêîëüêó

r0 ∼ 0.1021, a2
1a2r

2
0 + a2 ∼ −21.2214, v ∼ 3.9991,

òî óñëîâèÿ ëåììû 13 âûïîëíåíû, è ñëåäîâàòåëüíî ψ1 è ψ2 íå èìåþò
îáùèõ íóëåé ïðè r = r0, s = 0.

Ðåãóëÿðíîñòü äëÿ n = 8. Ïóñòü p = (1, 0,−1, 1
2 ,−1

2). Âûêîëîòû-
ìè íà Γ ñ÷èòàåì òî÷êè (0, 1), (0, 0), (0,−1), ∞, (−i

√
3
2 ,

1
2), (−i

√
3
2 ,

1
2),

(−
√

3
2 ,−1

2) è (−
√

3
2 ,−1

2).

Ôóíêöèè ϑ1, ϑ2 è ϑ3, ïðèâîäÿùèå A|M×M ê äèàãîíàëüíîìó âèäó,
òàêæå íàõîäÿòñÿ â ÿâíîì âèäå. Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü ýòè ôóíêöèè
â ÿâíîì âèäå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì (B(ϑi, ϑj))3×3 ðàâåí

−x3 +
2177

6273
x.

Ïîýòîìó

µ1 = −
√

2177

6273
, µ2 = 0, µ3 =

√
2177

6273
.

Íèæå ïðèâîäèì ïðèáëèçèòåëüíûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò
(

a1 a2 a3

b1 b2 b3

)
∼

(
−10.9712 −4.7925 1.386

−1.386i 4.7925i 10.971i

)
,

63



è
r0 ∼ 0.2793, a2

1a2r
2
0 + a2 ∼ −49.7988, v ∼ 7.6103,

Óñëîâèÿ ëåììû 13 âûïîëíåíû, è ñëåäîâàòåëüíî ψ1 è ψ2 íå èìåþò
îáùèõ íóëåé ïðè r = r0, s = 0.

Ðåãóëÿðíîñòü äëÿ n = 10. Ïóñòü p = (1, 0,−1, 1
2 ,−1

2 ,
3
2).

Ôóíêöèè ϑ1, ϑ2 è ϑ3, ïðèâîäÿùèå A|M×M ê äèàãîíàëüíîìó âèäó,
òàêæå íàõîäÿòñÿ â ÿâíîì âèäå. Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü ýòè ôóíêöèè
â ÿâíîì âèäå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì (B(ϑi, ϑj))3×3 ðàâåí

−x3 +
2177

6273
x.

Ïîýòîìó

µ1 = −
√

2177

6273
, µ2 = 0, µ3 =

√
2177

6273
.

Íèæå ïðèâîäèì ïðèáëèçèòåëüíûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò
(

a1 a2 a3

b1 b2 b3

)
∼

(
−10.9712 −4.7925 1.386

−1.386i 4.7925i 10.971i

)
,

è
r0 ∼ 0.2793, a2

1a2r
2
0 + a2 ∼ −49.7988, v ∼ 7.6103,

Óñëîâèÿ ëåììû 13 âûïîëíåíû, è ñëåäîâàòåëüíî ψ1 è ψ2 íå èìåþò
îáùèõ íóëåé ïðè r = r0, s = 0.
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