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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность и степень разработанности темы исследования.
В настоящей диссертации исследуются задачи составления расписаний с
альтернативами выполнения работ при учете ресурсных и структурных
ограничений. Это широкий круг, как правило, NP-трудных задач комби-
наторной оптимизации, которые возникают в компьютерных и производ-
ственных системах.

Современные компьютерные технологии позволяют не только решать
сложные вычислительные задачи, но и порождают новые проблемы оп-
тимального использования вычислительных ресурсов. Например, для вы-
полнения трудоемких вычислений компьютеры могут как использовать
несколько процессоров (ядер) одновременно, так и менять скорость вы-
числений. В многопроцессорных компьютерных системах возникают зада-
чи теории расписаний, характеризующиеся зависимостью длительностей
операций-работ от потребления ресурсов, возможностью параллельных вы-
числений и отношениями предшествования специального вида. Здесь учи-
тываются максимальная допустимая температура, кэш память, потребле-
ние энергии, пропускная способность шины данных и другие. Выделяют
системы с общей памятью, где допускаются прерывания и миграция опе-
раций между процессорами, а также системы с распределенной памятью,
где имеются более значительные временные затраты на взаимодействие с
памятью и ограничения на передачу данных, которые приводят к запретам
(возможно частичным) на прерывания. Если процессоры параллельные, то
работы могут выполняться на любых из них и задается количество тре-
буемых процессоров. Такие работы называются распараллеливаемыми. В
случае специализированных процессоров для работ указываются подмно-
жества процессоров, которые могут использоваться. Такие работы называ-
ются многопроцессорными. Составление расписаний для многопроцессор-
ных и распараллеливаемых работ имеет место на практике при тестирова-
нии и надежных вычислениях; в параллельных приложениях на видеокар-
тах; компьютерных системах управления; приложениях в компьютерных
устройствах, срок службы которых зависит от ограниченной эффективно-
сти батареи.

Задачи с энергетическим критерием и с ограничением на расход энер-
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гии являются труднорешаемыми даже в простых практически значимых
частных случаях [13, 18]. При исследовании вычислительной сложности та-
ких задач актуальными являются подходы к построению полиномиальных
алгоритмов с гарантированными оценками точности, методы доказатель-
ства гарантированных оценок точности и NP-трудности классов примеров,
представленные в работах Брукера П., Гимади Э.Х., Дроздовского М., Ко-
нонова А.В., Лазарева А.А., Севастьянова С.В., Серваха В.В., Хачая М.Ю.
и других.

Ряд работ авторов из различных стран посвящен построению ориги-
нальных приближенных алгоритмов для составления расписаний однопро-
цессорных работ, где учитываются выпуклость функции расчета мгновен-
ной мощности и загрузка процессоров, среди которых можно выделить ра-
боты Алберс С. [3], Бамписа Е. и Кононова А.В. [6], Герардса М.Е.Т. [18],
Струсевича В.А. и Шакхлевич Н.В. [25]. При доказательствах гарантиро-
ванных оценок точности предлагаются и выявляются сложные комбина-
торные схемы и структурные свойства формируемых расписаний [3, 18].
В большинстве случаев рассматриваются оффлайн и онлайн задачи, где
составляются расписания для независимых однопроцессорных работ с за-
данными моментами поступления и директивными сроками при миними-
зации расхода энергии, и с заданным общим доступным объемом энергии
при минимизации временных критериев. Однако реальная практика пред-
полагает также наличие связей по последовательности выполнения опера-
ций, совокупного эффекта от выполнения нескольких операций и учет ха-
рактеристик системы (см. примеры в [13]). Специфика задач обуславлива-
ет необходимость разработки приближенных алгоритмов и метаэвристик,
позволяющих быстро находить решения хорошего качества (см., например,
[6, 7, 20, 22]).

Представляет интерес выявить те классы задач, где при подходящей вы-
пуклой модели для нижней оценки целевой функции удастся сохранить те
же гарантированные оценки точности алгоритмов жадного типа при учете
потребления энергии работами, что имеют место в задачах без ресурсных
ограничений.

В литературе также представлены результаты по исследованию задач
составления расписаний в производственных системах с оптимизацией рас-
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хода энергии на различных уровнях [16, 21, 24]. Предложены модели ча-
стично целочисленного программирования, конструктивные эвристики и
метаэвристики. При исследовании и решении рассматриваемых структур-
но сложных задач важно учитывать полиэдральные характеристики этих
задач и свойства решений. Такой анализ проводится в работах Бонда-
ренко В.А., Золотых Н.Ю. и Шевченко В.Н., Колоколова А.А., Никола-
ева А.В., Симанчева Р.Ю., Хамисова О.В.

В задачах составления расписаний с выпуклой функцией потребления
ресурсов, характерных для промышленного производства [24], длительно-
сти работ зависят от потребляемого ресурса по правилу pj(Rj) = (Wj/Rj)

κ,
где 0 < κ ≤ 1— константа; Wj — объём работы j; Rj — объём потребляе-
мого ресурса работой j. Случай κ = 1 соответствует многим реальным
государственным и промышленным операциям, а случай κ = 0,5 – проек-
тированию схем СБИС, где для отдельной задачи произведение площади
кремния (ресурса) на квадрат затраченного времени равно константе (ра-
бочей нагрузке).

В диссертации автором исследуются задачи теории расписаний с много-
процессорными и распараллеливаемыми работами как с критерием мини-
мизации расхода энергии, так и с классическими критериями при бюджет-
ных ограничениях на расход энергии. Предлагаются методы доказатель-
ства труднорешаемости задач, оригинальные конструктивные алгоритмы
с гарантированными оценками точности и подходы к построению оценок
целевой функции, выявляются комбинаторные свойства допустимых рас-
писаний.

Еще одно актуальное направление исследований представляют задачи
составления расписаний с предписаниями и/или запретами работ, которые
имеют приложения в компьютерных системах и производственных пред-
приятиях, где запреты на выполнение работ в позициях машин возникают
из-за технологических ограничений, фиксированных маршрутов и рабо-
чих смен, что представлено в работах Ернста А.Т. [14], Фишера М. [15],
Хачая М.Ю. [20] и Черных И.Д. [9]. Например, рассмотрим задачу состав-
ления расписаний с маршрутизацией [9]. Задан неориентированный взве-
шенный граф. Вершины соответствуют узлам транспортной сети. Работы
размещены в узлах сети. Веса рёбер соответствуют временам перемещения
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между узлами. Машина посещает узел не более одного раза. Работы вы-
полняются машинами в узлах, где они размещены. Исследуются модели, в
которых работы связаны отношениями предшествования, имеют несколько
стадий и другие отношения/связи. Целью является минимизировать неко-
торый регулярный критерий. Такие задачи могут решаться в два этапа.
Сначала отыскиваются маршруты машин, а затем составляется расписа-
ние выполнения работ в позициях маршрутов [8, 9]. Однако, когда марш-
руты машин фиксированы, то имеет место задача составления расписаний
с запретами работ, определяемыми узлами, посещаемыми машинами в по-
зициях маршрутов [8, 9, 15].

В то же время задачи составления расписаний с предписаниями ра-
бот играют важную роль в эволюционных алгоритмах (ЭА) [26, 27], где
задача оптимальной рекомбинации решается в операторе кроссинговера
(рекомбинации). Родительские решения обмениваются своими признаками
при построении потомков в операторах кроссинговера [5, 26, 27, 28]. Для
произвольного набора родительских решений задача оптимальной реком-
бинации состоит в нахождении наилучшего возможного потомка, который
может возникнуть в результате кроссинговера, где значение каждого ком-
понента решения-потомка копируется как одно из значений этого компо-
нента в родительских решениях. Такие операторы рекомбинации основаны
на свойстве передачи генов [26]. Исследование задачи оптимальной реком-
бинации в эволюционных алгоритмах представлено в работах Балаша Е.,
Ниехауса В., Еремеева А.В., Чикано Ф., Очоа Г., Витлей Д., Ягиура М.,
Ибараки Т. и других.

Ранее задачи составления расписаний с предписаниями или запретами
элементов исследовались, например, Пяткиным А.В. в контексте задачи
о раскраске графа со списками [23], Балашем Е. для задач булева про-
граммирования [5] и Сердюковым А.И. для задачи коммивояжера [1]. В
настоящей диссертации проводится исследование алгоритмической слож-
ности задач составления расписаний с предписаниями или запретами ра-
бот. Для каждой позиции в очередности выполнения на машине задано
подмножество работ, которые здесь могут выполняться. Предлагается ме-
тод доказательства NP-трудности для указанных задач с предписаниями
работ, основанный на сводимости специального случая задачи Разбиение. В
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результате доказывается NP-трудность при различных регулярных крите-
риях и дополнительных условиях на связи между работами в одностадий-
ных и многостадийных системах. Строятся точные алгоритмы для случая
мощности предписаний не превосходящей двух, показывается, что «почти
все» индивидуальные задачи полиномиально разрешимы. Формулируются
модели целочисленного линейного программирования и предлагается алго-
ритм переборного типа для общего случая, когда предписания работ могут
иметь произвольную структуру и мощность.

Метаэвристики, в частности эволюционные алгоритмы, находят широ-
кое применение при решении практических задач, позволяя получать ре-
шения требуемого качества за приемлемое время в случаях, когда класси-
ческие методы оптимизации оказываются чрезмерно трудоемкими. Здесь
применяются проблемно-ориентированные операторы кроссинговера и му-
тации (см., например, работы Блума К., Еремеева А.В., Картака В.М.),
методы локального поиска с различными типами окрестностей (см., напри-
мер, результаты исследований Кочетова Ю.А. и Младеновича Н.) и различ-
ные варианты настройки параметров эволюционных алгоритмов (см., на-
пример, подходы Еремеева А.В., Семенкина Е.С. и Сопова Е.А.). В контек-
сте рассматриваемых в диссертации задач составления расписаний предла-
гаются адаптивные ЭА с оптимизированными операторами кроссинговера.
Здесь необходимо отметить, что одним из перспективных направлений ис-
следований в эволюционных вычислениях является анализ сложности и
разработка эффективных алгоритмов решения задачи оптимальной реком-
бинации в различных постановках [2, 5, 10, 11, 12, 30]. Важную роль играет
учет основных принципов построения операторов и способ представления
решений. Экспериментальные результаты показывают перспективность ис-
пользования оптимизированных операторов в ЭА [2, 5, 10, 11, 12, 30]. В
настоящей работе особое внимание уделяется построению оптимизирован-
ных операторов скрещивания для задач на перестановках и проводится
систематический анализ их вычислительной сложности. Правильный вы-
бор и реализация указанных операторов позволяют разработать высоко-
эффективные эвристики для исследуемых задач. Также эксперименталь-
ные исследования показывают перспективность использования нескольких
операторов, действия которых настраиваются и адаптируются в процес-
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се вычислений. Для обеспечения разнообразия в популяции и настройки
параметров используются различные методы адаптации [17, 29].

Таким образом, исследование вычислительной сложности, комбинатор-
ных свойств и разработка новых алгоритмов с установленными свойства-
ми для задач составления расписаний с альтернативами выполнения работ
при учете ресурсных ограничений и структурных связей, характерных для
современных производственных и компьютерных систем, являются важны-
ми для практики задачами, требующими новых подходов в комбинаторной
оптимизации.

Целью диссертации является построение новых математических мо-
делей и точных полиномиальных алгоритмов оптимизации для актуальных
задач составления расписаний с альтернативами выполнения работ, слож-
ными технологическими связями и ресурсными ограничениями, возника-
ющими на производстве и в компьютерных системах, либо доказательство
труднорешаемости таких задач и разработка для NP-трудных задач при-
ближенных алгоритмов с гарантированной оценкой точности.

Задачи исследования. Для достижения цели поставлены следующие
задачи:

– анализ вычислительной сложности рассматриваемых задач и выделе-
ние практически значимых полиномиально разрешимых классов примеров;

– построение оценок целевых функций и их анализ;
– разработка приближенных алгоритмов с гарантированной оценкой

точности, построение серий примеров, где полученные оценки достигаются;
– разработка эффективных алгоритмов приближенного решения, осно-

ванных на эволюционных вычислениях и оптимизированных операторах;
– реализация и экспериментальный анализ разработанных эволюцион-

ных алгоритмов.
Объектом исследования являются задачи составления расписаний с

альтернативами выполнения работ при наличии ресурсных и структурных
ограничений.

Предмет исследования – вычислительная сложность и точные и при-
ближенные алгоритмы решения указанных задач.

Методология и методы исследования. В диссертации для иссле-
дования оптимизационных моделей использованы методы математического
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программирования, теории вычислительной сложности, дискретной опти-
мизации и теории графов. При построении и исследовании алгоритмов ис-
пользованы методы исследования операций, выпуклого анализа, линейной
алгебры и аналитической геометрии, теории вычислительной сложности;
методы локального поиска и эволюционных вычислений. Также в диссер-
тации применяются методы построения приближенных алгоритмов и ана-
лиза их точности, гибридные методы локального поиска и эволюционных
вычислений, разработанные автором.

Научная новизна. Все представленные в диссертации результаты яв-
ляются новыми:

– Метод доказательства NP-трудности для задач составления расписа-
ний с учетом расхода энергии.

– Двухэтапные подходы к решению задач с учетом расхода энергии и
распараллеливания работ, позволяющие построить новые полиномиальные
приближенные алгоритмы с гарантированными оценками точности.

– Подходы к построению нижних оценок и отделяющих оракулов для
задач с учетом расхода энергии и распараллеливания работ.

– Метод доказательства NP-трудности для задач составления расписа-
ний с предписаниями работ малой мощности.

– Метод решения задач составления расписаний с предписаниями работ
произвольной структуры.

– Адаптивные эволюционные алгоритмы с оптимизированными опера-
торами скрещивания.

– Доказательство полиномиальной разрешимости индивидуальных за-
дач оптимальной рекомбинации для «почти всех» пар родительских реше-
ний.

Теоретическая и практическая значимость работы. Работа но-
сит в основном теоретический характер. Полученные в ней результаты
позволяют понять структуру решений рассматриваемых задач, вычисли-
тельную сложность и границы возможностей полиномиальных алгоритмов.
Для большинства задач впервые установлена их вычислительная слож-
ность. Для всех рассмотренных NP-трудных задач построены новые при-
ближенные алгоритмы с гарантированными оценками точности.

Отметим, что все задачи, рассматриваемые в диссертации, имеют при-
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ложения в области компьютерных технологий и производственных систем.
Построенные алгоритмы, за исключением алгоритмов где используется ме-
тод эллипсоидов, имеют низкую трудоемкость и могут быть использованы
для эффективного построения приближенных решений хорошего качества.

Разработанные алгоритмы для задач составления расписаний в много-
процессорных системах с учетом ресурсов и возможностью распараллели-
вания операций могут быть использованы при настройке и планировании
работы приложений в вычислительных (компьютерных) онлайн системах
и при организации работы на серверах в системах организаций для повы-
шения эффективности.

Математические модели и методы, предложенные для задач составле-
ния расписаний с запретами и предписаниями работ, могут использоваться
в производственных и логистических системах для повышения качества
обслуживания и эффективного использования ресурсов при учете важных
технологических ограничений и маршрутов транспортировки.

Апробация результатов. Результаты диссертации докладывались и
обсуждались на следующих научных мероприятиях:

• Байкальская международная школа-семинар «Методы оптимизации
и их приложения» (2014, 2017);

• Всероссийская конференция «Проблемы оптимизации и экономиче-
ские приложения» (2015);

• Международная азиатская школа-семинар «Проблемы оптимизации
сложных систем» (2020);

• Международная конференция «Математика в современном мире»
(2017);

• Международная школа-семинар «Проблемы оптимизации и их при-
ложения (OPTA)» (2018);

• Международная конференция «Mathematical Optimization Theory and
Operations Research (MOTOR)» (2019-2025);

• Международная конференция «Проблемы теоретической кибернети-
ки» (2023);

• Международная конференция «Optimization and Applications» (2018,
2022-2024);

• Международная конференция «Прикладная математика и фундамен-
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тальная информатика» (2023, 2025);
• Международная конференция «Математическое и компьютерное мо-

делирование» (2020, 2022-2025);
• Международная конференция «Дискретные модели в теории управ-

ляющих систем» (2024);
• Международная конференция «Numerical Computations: Theory and

Algorithms» (2017, 2023);
• Международная конференция «Mathematics of Artificial Intelligence»

(2025, 2026);
• Всероссийская конференция с международным участием «Распреде-

лённые информационно-вычислительные ресурсы» (2022)
• Всероссийская конференция с международным участием «Параллель-

ные вычислительные технологии» (2024-2025);
• Научный семинар «Математическое моделирование и дискретная оп-

тимизация» (ОФ ИМ СО РАН);
• Научный семинар «Модели и алгоритмы для задач составления рас-

писаний» (ОФ ИМ СО РАН);
• Научный семинар «Математические модели принятия решений» (ИМ

СО РАН);
• Научный семинар «Дискретные экстремальные задачи» (ИМ СО РАН).
Личный вклад. Диссертационная работа представляет собой единый

цикл исследований автора, объединенных не только предметом, но и мето-
дами исследований. В совместных работах соискателю принадлежат либо
основные идеи анализа приближенных алгоритмов, включая доказатель-
ства основных лемм и теорем, либо идеи новых приближенных алгорит-
мов. Некоторые доказательства лемм и теорем выполнены в соавторстве
при непосредственном участии соискателя. Конфликт интересов с соавто-
рами отсутствует.

Основные положения, выносимые на защиту, включают совокуп-
ность результатов по разработке и анализу точных алгоритмов и прибли-
женных алгоритмов с гарантированными оценками точности, эволюцион-
ных алгоритмов с оптимальной рекомбинацией для задач теории распи-
саний с альтернативами выполнения работ, где учитываются ограничения
на ресурсы и возможность распараллеливания операций, а также предпи-
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сания или запреты работ, результаты по вычислительной сложности для
рассматриваемых задач, а именно с указанием пунктов паспорта специаль-
ности 1.2.3, которым они соответствуют:

– методы доказательства NP-трудности для задач составления расписа-
ний с учетом распараллеливания работ и расхода энергии и задач теории
расписаний с запретами работ (п. 3 – Теория сложности алгоритмов и вы-
числений) [36, 37, 39, 40, 42, 43, 44, 46];

– двухэтапный метод решения задач составления расписаний с учетом
распараллеливания работ и расхода энергии, на основе которого постро-
ены точные алгоритмы и приближенные алгоритмы с гарантированными
оценками точности для различных критериев и типов работ (п. 3 – Тео-
рия сложности алгоритмов и вычислений, п. 9 – Математическая теория
исследования операций) [36, 37, 39, 40, 42, 43, 44, 46];

– комбинаторные свойства расписаний для задач с учетом распаралле-
ливания работ и расхода энергии, которые позволили получить гаранти-
рованные оценки точности для конструктивных алгоритмов списочного и
жадного типов и построить серии примеров, где эти оценки достигаются
(п. 3 – Теория сложности алгоритмов и вычислений, п. 9 – Математическая
теория исследования операций) [36, 37, 39, 40, 42, 43, 44, 46];

– методы построения нижних оценок на целевую функцию для задач
составления расписаний с учетом расхода энергии (п. 8 – Математическое
программирование) [36, 37, 39, 40, 42, 43, 44, 46];

– точный метод решения задач составления расписаний с запретами ра-
бот произвольной мощности (п. 3 – Теория сложности алгоритмов и вычис-
лений, п. 9 – Математическая теория исследования операций) [31, 35, 44];

– доказательство NP-трудности задачи оптимальной рекомбинации для
ряда задач составления расписаний на перестановках (п. 3 – Теория слож-
ности алгоритмов и вычислений) [32, 33, 34, 38];

– эволюционный алгоритм с оптимальной рекомбинацией для задач на
перестановках и его конкурентоспособность, которая показана эксперимен-
тально на ряде задач составления расписаний с регулярными временными
критериями (п. 3 – Теория сложности алгоритмов и вычислений, п. 9 –
Математическая теория исследования операций) [38, 41, 45].

Достоверность и публикации. Все выносимые на защиту результа-
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ты достоверны и теоретически обоснованы. По теме диссертации опубли-
ковано 48 работ, в том числе 26 статей: 16 – в журналах из списка ВАК
или включенных в базы данных Scopus, Web of Science, ZBMath и 10 – в
трудах конференций (Lecture Notes in Computer Science, Communications
in Computer and Information Science).

Структура работы. Диссертация состоит из введения, четырех глав,
заключения и списка литературы.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Глава 1 посвящена построению энергетически эффективных расписа-
ний для распараллеливаемых работ. Требуется составить расписание рас-
параллеливаемых или многопроцессорных работ с учетом расхода энергии
на m процессорах с возможностью настройки скоростей процессоров. Мно-
жество работ обозначается через J = {1, . . . , n}, а множество процессоров
через M = {1, . . . ,m}. Каждая работа j ∈ J характеризуется моментом
поступления rj, директивным сроком dj. Кроме того, работа j имеет объем
Wj, j ∈ J . Рассматриваются жесткие работы (англ., rigid jobs, обозна-
чение – sizej), гибкие работы (англ., moldable jobs, обозначение – any),
мягкие работы (англ., malleable jobs, обозначение – var) и одномодальные
многопроцессорные работы (англ., single mode jobs, обозначение – fixj). За-
дача исследуется в различных постановках, когда прерывания и миграция
запрещаются (системы с распределенной памятью) и когда допускаются
(системы с общей памятью). Миграция предполагает возможность переме-
щения работы с одного процессора на другой.

Если процессор работает со скоростью s, то мгновенная мощность (по-
требление энергии в единицу времени) равна sα. Минимизируется суммар-
ное потребление энергии всеми процессорами. При построении расписа-
ния для работ необходимо определить интервалы выполнения, использу-
емые процессоры и скорости. Обозначение задачи – P |β1, β2, rj, dj|E, где
β1 ∈ {sizej, any, var, fixj} задает тип работ, β2 ∈ {◦, pmtn, pmtn∗} опре-
деляет запрет прерываний выполнения работ, наличие прерываний с ми-
грацией и наличие прерываний без миграции, соответственно. Обозначение
«rj, dj ↑↑» вместо «rj, dj» во втором поле будет указывать на согласован-
ность моментов поступления и директивных сроков.
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Показано, что большинство доказательств NP-трудности для задач со-
ставления расписаний с критерием минимизации максимального времен-
ного смещения Lmax можно преобразовать в их аналоги с учетом расхода
энергии и возможности варьирования скоростей процессоров.

В результате доказаны следующие теоремы.
Теорема 1 Задача P |sizej, pmtn, rj, dj|E является NP-трудной в обыч-

ном смысле, даже если все работы имеют общий момент поступления, об-
щий директивный срок и идентичные объемы.

Теорема 2 Задача P |fixj, pmtn, rj, dj|E с |fixj| ≤ 3 является NP-
трудной в сильном смысле, даже если все работы имеют общий момент
поступления, общий директивный срок и идентичные объемы.

Классическим критерием в теории расписаний является минимизация
длины расписания, и для широкого круга задач с этим критерием было
предложено множество алгоритмов (см., например, [13]). Для задачи со-
ставления расписаний с минимизацией расхода энергии предлагается под-
ход к вычислению нижней оценки на потребление энергии и предполага-
емых длительностей работ с помощью решения вспомогательной задачи
поиска максимального потока минимальной стоимости. Это позволяет све-
сти задачу с возможностью варьирования скоростей к классической задаче
минимизации длины расписания с фиксированными скоростями работ. В
результате предложены новые сильно полиномиальные алгоритмы с гаран-
тированными константными оценками точности для следующих случаев:

• случай без прерываний с согласованными директивными сроками, где
каждая работа требует не более ⌈m2 ⌉ процессоров:

Теорема 3 Для задач P |sizej ≤ ⌈m2 ⌉, pmtn∗, rj, dj ↑↑ |E и
P |sizej ≤ ⌈m2 ⌉, rj, dj ↑↑ |E можно построить (3− φm)

α−1-приближен-
ное решение за время O(n4 + nmax

j∈J
sizej).

• случай без прерываний с общим моментом поступления и/или дирек-
тивным сроком:

Теорема 10 Для задач P |sizej, pmtn∗, rj = r, dj = d|E и
P |sizej, rj = r, dj = d|E можно построить

(
2− 1

m

)α−1-приближенное
расписание за время O(n2 + nmax

j∈J
sizej).
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Теорема 11 Для задач P |sizej, pmtn∗, rj = r, dj|E и
P |sizej, pmtn∗, rj, dj = d|E можно построить (3− φm)

α−1-приближе-
нное расписание за время O(n4 + nmax

j∈J
sizej).

• случай с прерываниями, согласованными директивными сроками, но
без миграции:

Теорема 4 Для задачи с прерываниями P |sizej, pmtn∗, rj, dj ↑↑ |E
можно построить (4 − φm)

α−1-приближенное расписание за время
O(n4 + nmax

j∈J
sizej).

• случай с миграцией:

Теорема 5 Для задачи с миграцией P |sizej, pmtn, rj, dj|E можно по-
строить

(
2− 1

m

)α−1-приближенное расписание за время
O(n4 + nmax

j∈J
sizej).

Также предлагается подход на основе идеи преобразования оптимально-
го расписания для однопроцессорных работ в приближенное расписание
для распараллеливаемых работ. Используя этот подход, разрабатывается
приближенный алгоритм для задач без прерываний с согласованными ди-
рективными сроками и работами идентичного объема, для которых случай
соответствующей задачи с однопроцессорными работами полиномиально
разрешим.

Теорема 6 Для задач P |sizej, pmtn∗, rj, dj ↑↑,Wj = W |E и
P |sizej, rj, dj ↑↑,Wj = W |E можно построить 3α−1-приближенное расписа-
ние за время O(min{m,n}n2).

Более того, формулируется задача линейного программирования с кон-
фигурациями работ и предлагается «почти точный» алгоритм для задачи
с миграцией и прерываниями. Алгоритм основан на методе эллипсоидов.
Он возвращает решение с аддитивной ошибкой ε > 0 и работает за время,
полиномиальное от 1/ε и размера входа. Этот результат обобщает резуль-
тат [6] для составления расписания однопроцессорных работ на распаралле-
ливаемые и многопроцессорные работы в случае однородной компьютерной
системы.

Теорема 7 Для задачи Pm|sizej, pmtn, rj, dj|E допустимое расписание
с потреблением энергии, не превосходящим OPT + ε, можно построить за
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время, полиномиальное относительно размера входа индивидуальной зада-
чи и 1/ε.

Теорема 8 Для задачи P |fixj, pmtn, rj, dj|E с |fixj| = 2 допустимое
расписание с потреблением энергии, не превосходящим OPT + ε, можно
построить за время, полиномиальное относительно размера входа индиви-
дуальной задачи и 1/ε.

Вторая глава посвящена исследованию задач составления расписаний
с ограничением на потребление энергии.

Имеется множество работ J = {1, . . . , n}, которые должны быть вы-
полнены на m процессорах, имеющих возможность работать с различной
скоростью. Рассматриваются жесткие работы, гибкие работы, мягкие рабо-
ты и одномодальные многопроцессорные работы, а также многостадийная
система open-shop. Прерывания, миграция между процессорами и частич-
ный порядок могут быть разрешены или запрещены.

Исследуется стандартная однородная модель в контексте настройки ско-
ростей процессоров. Если процессор работает со скоростью s, то потреб-
ление энергии в единицу времени равно sα, где α > 1 – заданная кон-
станта. Предполагается, что доступно непрерывное множество скоростей
процессоров из заданного диапазона. Общий объем работы Wj, j ∈ J ,
может быть произвольным образом распределен между используемыми
для ее выполнения процессорами. Требуется построить расписание (ука-
зав моменты начала и окончания выполнения работ и используемые ими
процессоры), при котором минимизируется длина расписания или сумма
моментов завершения работ, а суммарное потребление энергии не превос-
ходит заданной величины на бюджет энергии E. Обозначение задачи –
P |β1, β2, β3, energy|γ, где β1 ∈ {sizej, any(δj), var(δj), f ixj} задает тип
работ (величина δj указывает верхнюю границу на степень распараллели-
вания), β2 ∈ {◦, pmtn, pmtn∗} отвечает за отсутствие или наличие пре-
рываний; β3 ∈ {◦, prec} определяет отсутствие или наличие частичного
порядка между работами. Критерий оптимизации γ ∈ {Cmax,

∑
j Cj}.

Для критерия минимизации длины расписания строятся приближенные
алгоритмы, основанные на двух этапах. На первом этапе вычисляется ниж-
няя оценка на целевую функцию, находятся длительности и порядок вы-
полнения работ с использованием вспомогательной задачи выпуклого про-
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граммирования, метода эллипсоидов или условий Каруша-Куна-Таккера.
Затем на втором этапе исходная задача преобразуется в классическую зада-
чу без учета расхода энергии и используются алгоритмы списочного типа с
назначением числа процессоров для работ с целью построения расписаний
с гарантированной константной оценкой точности. На основе таких алго-
ритмов для задачи минимизации длины расписания получены следующие
результаты.

• Жёсткие работы без прерываний:

Теорема 12 Для задачи P |sizej, energy|Cmax можно построить(
2− 1

m

)
-приближенное расписание за время, полиномиальное от раз-

мера входа индивидуальной задачи.

• Жёсткие работы с отношениями предшествования и без прерываний:

Теорема 13 Для задачи P |sizej, prec, energy|Cmax с sizej ≤ qm, 0 <

q < 1, можно построить
(
2−q
1−q

)
-приближенное расписание за время,

полиномиальное от размера входа индивидуальной задачи.

• Жёсткие работы с прерываниями и произвольными моментами по-
ступления:

Теорема 14 Для задачи P |rj, sizej, pmtn, energy|Cmax можно по-
строить

(
2− 1

m

)
-приближенное расписание за время, полиномиаль-

ное от размера входа индивидуальной задачи.

• Одномодальные двухпроцессорные работы без прерываний:

Теорема 15 Для задачи P |fixj, energy|Cmax с |fixj| = 2 можно
построить 2-приближенное расписание за время, полиномиальное от
размера входа индивидуальной задачи.

• Мягкие работы:

Теорема 30 Для задачи P |var, δj, energy|Cmax оптимальное распи-
сание можно построить за полиномиальное время.

• Гибкие работы:

Теорема 32 Для задачи P |any, δj, energy|Cmax можно построить(
2− 2

m+1

)
-приближенное расписание за полиномиальное время.
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• Гибкие работы с частичным порядком:

Теорема 33 Для задачи P |any, δj, prec, energy|Cmax можно постро-
ить

(
3+

√
5

2

)
-приближенное расписание за полиномиальное время.

Также отдельно рассматривается задача с прерываниями и миграцией
для жестких работ и одномодальных многопроцессорных работ. Сначала
для случая дискретного набора скоростей процессоров разрабатываются
«почти точные» алгоритмы на основе моделей линейного программирова-
ния с конфигурациями работ. Приближенный алгоритм для непрерывного
множества скоростей процессоров и произвольных интенсивностей потреб-
ления энергии строится с помощью алгоритма для дискретного набора ско-
ростей.

Теорема 16 Для задачи P |sizej, pmtn, energy|Cmax расписание с по-
треблением энергии не более E + θ и длительностью не более OPT + ε

можно построить за время, полиномиальное от m, log1/ε, 1/θ и размера
входа индивидуальной задачи.

Теорема 17 Для задачи P |fixj, pmtn, energy|Cmax с |fixj| = 2 распи-
сание с потреблением энергии не более E + θ и длительностью не более
OPT + ε можно построить за время, полиномиальное от log1/ε, 1/θ и раз-
мера входа индивидуальной задачи.

Разрабатываются двухэтапные приближенные или точные алгоритмы
для критерия минимизации суммы моментов завершения. На первом этапе
вычисляется нижняя оценка на суммарное время завершения выполнения
работ, отыскивается последовательность и длительности работ с помощью
решения вспомогательной задачи выпуклого программирования. Затем, на
втором этапе, строится расписание с помощью алгоритма списочного ти-
па, где всякий раз, когда подмножество процессоров освобождается, алго-
ритм добавляет в расписание первую работу из списка, которая требует не
больше процессоров, чем доступно. В случае многопроцессорных работ до-
полнительно осуществляется декомпозиция задачи на основе подмножеств
совместно используемых процессоров. В результате доказаны следующие
теоремы.

• Жесткие работы:

Теорема 19 Для задачи P |sizej ≤ m
2 , energy|

∑
Cj можно построить
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2-приближенное расписание за полиномиальное время при условии,
что неубывающему порядку объемов Wj соответствует неубывающий
порядок размеров sizej.

Теорема 20 Для задачи P |sizej, energy|
∑

Cj можно построить 2-
приближенное расписание за полиномиальное время при условии, что
неубывающему порядку объемов Vj =

Wj

sizej
соответствует неубываю-

щий порядок размеров sizej.

Теорема 21 Для задачи P2|sizej, energy|
∑

Cj можно построить 2-
приближенное расписание за время O(nlogn).

• Гибкие работы:

Теорема 22 Для задачи P |any, δj, energy|
∑

Cj можно построить 2-
приближенное расписание за полиномиальное время в случае, когда
упорядочение работ по неубыванию объемов Wj соответствует их упо-
рядочению по неубыванию границ на степень распараллеливания δj.

• Ограниченное число специализированных процессоров:

Теорема 24 Для задачи P2|fixj, energy|
∑

Cj можно построить
22α−1/α−1-приближенное расписание за полиномиальное время.

Теорема 25 Для задачи P2|fixj, pmtn, energy|
∑

Cj можно постро-
ить 2α/α−1-приближенное расписание за полиномиальное время.

• Однопроцессорный случай и полностью распараллеливаемые работы:

Теорема 26 Оптимальное расписание для задачи 1|energy|
∑

Cj мож-
но найти за полиномиальное время.

Теорема 27 Оптимальное решение для задачи составления распи-
саний P |var, δj = m, energy|

∑
Cj можно найти за полиномиальное

время.

• Несовместные работы:

Теорема 28 Задача P |fixj, energy|
∑

Cj полиномиально разрешима
в случае, когда fixj ∩ fixi ̸= ∅ для всех i ̸= j, i, j ∈ J .

Теорема 29 Задача P |sizej, energy|
∑

Cj полиномиально разрешима
в случае, когда sizej >

m
2 для всех j ∈ J .
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Установлена вычислительная сложность рассматриваемых задач, где
либо показана полиномиальная разрешимость, либо доказана NP-трудность.

Также исследуется вычислительная сложность и строятся алгоритмы с
гарантированной оценкой точности для различных вариантов задачи open-
shop c учетом расхода энергии (при обозначении задачи в первом поле ука-
зывается буква «O»). Предлагаемые методы решения позволяют обобщить
известные результаты для классической задачи open-shop без учета ресурс-
ных ограничений с критерием минимизации длины расписания на случай
учета расхода энергии и получить новые результаты.

Двухэтапный подход (вычисляются скорости работ с учетом ограни-
чения на расход энергии и строится расписание для фиксированных дли-
тельностей, на котором достигается нижняя оценка на длину расписания)
позволяет показать, что:

– задача O3|energy|Cmax является NP-трудной;
– задача O|pmtn, energy|Cmax является полиномиально разрешимой;
– задача O2|energy|Cmax является полиномиально разрешимой.
На основе модели линейного программирования с конфигурациями ра-

бот выделяется полиномиально разрешимый случай задачи с прерывания-
ми O|discr, pmtn, energy|Cmax при дискретном множестве скоростей (ис-
пользуется обозначение «discr» во втором поле).

Также доказана полиномиальная разрешимость задачи open-shop с не
более чем тремя стадиями и многопроцессорными операциями. Здесь ниж-
няя оценка на длину расписания строится через модель выпуклого про-
граммирования специального вида. Далее осуществляется переход к поли-
номиально разрешимой задаче с фиксированными длительностями работ
без учета расхода энергии.

В третьей главе рассматривается класс задач составления расписаний
и маршрутизации с запретами выполнения работ на определенных этапах
в одностадийных и многостадийных системах.

Исследуется задача составления расписаний на перестановках с запре-
тами работ в следующей постановке. Пусть J , |J | = n, – множество работ,
а M, |M| = m, – множество машин. Анализируются одностадийные си-
стемы, где каждая работа состоит из одной операции, и многостадийные
системы типа flow-shop, job-shop и open-shop, где каждая работа состоит из
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нескольких операций. Обозначим через pij длительность (время обработ-
ки) операции i работы j. Для каждой машины l ∈ M задано множество
позиций Nl = {1, . . . , nl}, в которые могут быть размещены работы (или их
операции). Также задана система подмножеств работ X = {X i,l}i∈M, l∈Nl

.
X i,l – это подмножество работ (операций), которые могут выполняться в
позиции i ∈ Nl машины l ∈ M. В результате имеем запреты на выпол-
нение работ в некоторых позициях машин. Цель – назначить работы (или
их операции) в позиции машин в соответствии с системой подмножеств
работ X так, чтобы полиномиально вычислимый критерий принимал ми-
нимальное значение. Такие задачи составления расписаний с дополнитель-
ными ограничениями на выполнение работ будем называть задачами с за-
претами [1] или задачами с предписаниями. Задачи имеют приложения в
компьютерных системах и производственных предприятиях, где запреты
на выполнение работ в позициях машин возникают из-за технологических
ограничений, фиксированных маршрутов [9, 15] и рабочих смен [14]. В то
же время такие задачи играют важную роль в эволюционных алгоритмах,
где в операторе кроссинговера решается задача оптимальной рекомбина-
ции [5, 26, 28].

Результаты данной главы позволяют получить новые свойства задач
составления расписаний с запретами работ для различных критериев и
ограничений. Эти свойства гарантируют NP-трудность в худшем случае и
полиномиальную разрешимость в «почти всех» случаях для практически
значимых примеров с системами предписаний работ, имеющими мощность
не превосходящую двух. Предложен алгоритм решения для произвольных
систем предписаний работ и новые модели частичного целочисленного ли-
нейного программирования, учитывающие специфику запретов выполне-
ния работ в позициях перестановок машин и установленную связь с задачей
перебора совершенных паросочетаний в двудольных графах.

Доказана NP-трудность следующих задач в случае наличия предписа-
ний работ мощности не больше двух:
1||γ, γ ∈ {

∑
j wjUj,

∑
j wjTj };

1|rj|γ, γ ∈ {Lmax,
∑

j Uj,
∑

j Tj,
∑

j Cj};
1|Cj ≤ dj|

∑
j wjCj;

1|lij|Cmax;
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2||γ, γ ∈ {Cmax, Lmax,
∑

j Uj,
∑

j Tj};
J2||γ, γ ∈ {Cmax, Lmax,

∑
j Uj,

∑
j Tj};

F2||γ, γ ∈ {Lmax,
∑

j Uj,
∑

j Tj,
∑

j Cj};
F3||Cmax;
F3|Miss−Oper|γ, γ ∈ {Cmax, Lmax,

∑
j Uj,

∑
j Tj};

O2|Miss−Oper|γ, γ ∈ {Cmax, Lmax,
∑

j Uj,
∑

j Tj,
∑

j Cj};
O3||γ, γ ∈ {Cmax, Lmax,

∑
j Uj,

∑
j Tj}.

В четвертой главе исследуется теоретически и экспериментально за-
дача оптимальной рекомбинации, возникающая в эволюционных алгорит-
мах для задач составления расписаний, и показывается целесообразность
ее использования наряду с механизмами перезапуска и адаптации.

Задача оптимальной рекомбинации (ЗОР) для задачи на перестановках
формулируется следующим образом. Даны два родительских решения, за-
данных перестановками π1 = (π1

1, . . . , π
1
n) и π2 = (π2

1, . . . , π
2
n). Требуется

найти перестановку π′ такую, что:

(I) π′
i = π1

i или π′
i = π2

i для всех i = 1, . . . , n;

(II) π′ имеет оптимальное значение целевой функции среди всех переста-
новок, удовлетворяющих условию (I).

Адаптивный эволюционный алгоритм с оптимальной рекомбинацией
апробируется на классических NP-трудных задачах составления расписа-
ний и маршрутизации (минимизация суммарного взвешенного временного
запаздывания на одной машине, задача коммивояжера, составление распи-
саний выполнения заказов клиентов), где имеется ряд различных извест-
ных метаэвристик для сравнения, и на задачах первых двух глав с учетом
расхода энергии в виде ограничения или критерия. Алгоритмическая слож-
ность ЗОР исследуется на основе результатов или методов третьей главы
для модификаций указанных задач составления расписаний с предписа-
ниями работ в позициях машин (процессоров). Показана целесообразность
использования оптимальной рекомбинации и конкурентоспособность эво-
люционных алгоритмов с ее применением в вычислительном эксперименте
на тестовых примерах известных библиотек.
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Также применяются механизмы локальной оптимизации при построе-
нии начальной популяции. Баланс между локальным поиском и эволюци-
онным поиском настраивается с помощью механизмов перезапуска. ЗОР
апробируется в составе популяционного алгоритма локального поиска, где
окрестность определяется на базе произвольного подмножества решений
как рекомбинация произвольного набора родительских решений. Результа-
ты третьей главы свидетельствуют о труднорешаемости оптимальной ре-
комбинации для исследуемых задач и приводят к необходимости использо-
вания алгоритмов приближенного решения, в том числе усеченных версий
операторов скрещивания, и адаптивной настройки операторов.

В заключении представлены основные результаты диссертации.

1. Предложен двухэтапный метод решения задачи составления энерге-
тически эффективных расписаний с распараллеливаемыми и мно-
гопроцессорными работами. На первом этапе вычисляется нижняя
оценка целевой функции и оцениваются характеристики работ. На
втором этапе реализуется переход к задаче с фиксированными дли-
тельностями работ и строится допустимое расписание с гарантиро-
ванной оценкой точности. Построены серии примеров, на которых
оценки точности достигаются. Предложен метод доказательства NP-
трудности на основе тех же принципов, что и двухэтапный метод
решения.

2. Предложены методы построения нижних оценок на потребление энер-
гии в задачах составления расписаний с распараллеливаемыми и мно-
гопроцессорными работами, которые основаны:
– на сведении релаксации исходной задачи к специального вида за-
даче о максимальном потоке минимальной стоимости;
– на представлении исходной задачи как задачи линейного програм-
мирования с экспоненциальным числом переменных и полиномиаль-
ным числом ограничений и решении ее методом эллипсоидов с ис-
пользованием полиномиального оракула отсечения.

3. Впервые исследованы вопросы труднорешаемости задачи теории рас-
писаний с многопроцессорными и распараллеливаемыми работами с
классическими критериями при бюджетных ограничениях на расход
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энергии, выделены полиномиально разрешимые и NP-трудные част-
ные случаи.

4. Для задач с ограничением на расход энергии предложены подходы к
построению нижних оценок на целевую функцию, которые основаны:
– на представлении исходной задачи как задачи выпуклого програм-
мирования и решении ее с использованием условий Каруша-Куна-
Таккера;
– на представлении исходной задачи как задачи линейного програм-
мирования с экспоненциальным числом переменных и полиномиаль-
ным числом ограничений и решении ее методом эллипсоидов с ис-
пользованием полиномиального оракула отсечения.

При построении допустимых решений применяются либо жадные ал-
горитмы, либо методы декомпозиции.

Указанные результаты являются первыми приближенными алгорит-
мами с гарантированными оценками точности для многопроцессор-
ных и распараллеливаемых работ с учетом расхода энергии и обоб-
щают известные результаты для однопроцессорных работ.

5. Предложен метод доказательства NP-трудности для задач составле-
ния расписаний с запретами работ.

6. Разработан точный метод решения для класса задач составления рас-
писаний с предписаниями работ мощности не превосходящей 2, тру-
доемкость которого полиномиальна для «почти всех» систем предпи-
саний. На основе этого подхода предложены модели целочисленного
линейного программирования с меньшим числом переменных, чем
дает классический подход. Метод основан на переборе совершенных
паросочетаний в специальном двудольном графе и обобщен на случай
предписаний произвольной мощности.

7. Предложены эволюционные алгоритмы с оптимизированными опе-
раторами, которые показывают конкурентоспособные результаты на
тестовых примерах известных библиотек. Исследована вычислитель-
ная сложность задачи оптимальной рекомбинации.
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8. Экспериментально показана перспективность использования оптималь-
ной рекомбинации, а также ее статистически значимое превосходство
над рандомизированными аналогами в составе эволюционных алго-
ритмов.

9. Разработаны стратегии управления популяцией при использовании
оптимизированных операторов. Построены схемы алгоритма локаль-
ного поиска с применением оптимальной рекомбинации.

Автор выражает благодарность Еремееву Антону Валентиновичу и Ко-
нонову Александру Вениаминовичу за научное сотрудничество и полезные
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