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Введение

Актуальность темы исследования и степень ее разработанности.
Исследованию тензорных полей на (псевдо)римановых многообразиях посвя
щены работы многих математиков, что нашло отражение в обзорах [1—3] и
других работах. Особое место в этих исследованиях занимают инвариантные
тензорные поля на локально однородных пространствах. К числу многообра
зий с ограничениями на тензорные поля относятся такие многообразия как
локально однородные пространства, многообразия Эйнштейна, многообразия
с метрикой солитона Риччи, эйнштеново-подобные многообразия, конформ
но плоские многообразия и ряд других. Так например, эйнштеново-подобные
многообразия в смысле А. Грея [4] состоят из трех типов многообразий, два
из которых хорошо известны и являются многообразия с условиями Киллинга
(тип 𝒜) или Кодацци (тип ℬ) на тензор Риччи, а третий тип мало исследован.
Заметим, что локально однородное (псевдо)риманово многообразие придлежит
типу ℬ эйнштеново-подобных многообразий тогда и только тогда, когда его тен
зор Схоутена–Вейля равен нулю. Отметим также что, тензор Схоутена–Вейля
представляет собой дивергенцию тензора Вейля (с точностью до константы),
если размерность многообразия больше трех (см., например, обзор [1]).

Одним из обобщений многообразий Эйнштейна являются солитоны Рич
чи, рассмотренные Р. Гамильтоном в работе [5]. С другой стороны, солитоны
Риччи являются самоподобными решениями уравнения потока Риччи. В об
щем случае задача изучения солитонов Риччи является достаточно сложной,
поэтому предполагаются некоторые ограничения на размерность многообразия,
на тип векторного поля, входящего в уравнение солитона Риччи, на строение
многообразия и другие. Однородные солитоны Риччи исследовались в работах
многих математиков, но классификация однородных солитонов Риччи известна
лишь в малых размерностях и не является исчерпывающей (см. [3; 6]). Одним
из важных инструментов при исследовании однородных солитонов Риччи явля
ются алгебраические солитоны Риччи на группах Ли, которые впервые были
рассмотрены Х. Лауре. Им же было доказано, что каждый алгебраический со
литон Риччи на группе Ли с левоинвариантной римановой метрикой является
однородным солитоном Риччи (см. [7]). Позднее этот результат был обобщен
К. Онда на случай групп Ли с левоинвариантной псевдоримановой метрикой
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(см. [8]). Обратное утверждение верно лишь в случае римановой метрики и
при некоторых дополнительных ограничениях (см. [9]).

Однородные солитоны Риччи на метрических группах Ли (т.е. на груп
пах Ли с левоинвариантной (псевдо)римановой метрикой) с нулевым тензором
Схоутена–Вейля ранее изучались лишь в случае малых размерностей и при
наличии дополнительных ограничений. Так, например, в работе [10] исследова
лись левоинвариантные псевдоримановы метрики солитонов Риччи на четырех
мерных группах Ли с нулевым тензором Вейля. Однако, в неоднородном случае
исследование солитонов Риччи на конформно плоских многообразиях является
более обширным (см., например, [11—13]).

Поскольку многообразия с нулевым тензором Схоутена–Вейля и солитоны
Риччи представляют собой обобщение многообразий Эйнштейна, то представля
ет интерес изучение многообразий, которые принадлежат сразу к двум данным
классам.

Другим важным классом многообразий являются локально однородные
(псевдо)римановы пространства с нулевым тензором Схоутена–Вейля, в ко
торый входят: локально симметрические пространства, конформно плоские
многообразия, многообразия Эйнштейна, многообразия с параллельным тен
зором Риччи, их прямые произведения и другие многообразия [1]. Данные
многообразия лучше всего исследованы в случае локально однородных много
образий размерности меньше четырех [14].

В четырехмерном случае классификация эйнштейново подобных мет
рик локально однородных (псевдо)римановых многообразий с нетривиальной
подгруппой изотропии была получена в работе [15]. В случае четырехмер
ных групп Ли с левоинвариантной римановой метрикой О. П. Гладунова и
В. В. Славский [16], Д. С. Воронов и Е. Д. Родионов [17] получили класси
фикации четырехмерных групп Ли с левоинвариантной римановой метрикой
и гармоническим тензором Вейля в унимодулярном и неунимодулярном слу
чаях соответственно.

Отметим, что в случае четырехмерных групп Ли с левоинвариантной
псевдоримановой метрикой класс многообразий с тривиальным тензором Схо
утена–Вейля классифицирован не полностью. Так, например, Дж. Кальварузо
и А. Заем в работе [18] классифицировали группы Ли с тривиальным тензо
ром Вейля, а в работах [19; 20] те же авторы получили классификацию метрик
Эйнштейна и Риччи-параллельные метрики на четырехмерных псевдоримано
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вых группах Ли. Кроме того, в работе [21] А. Заем получил классификацию
четырехмерных групп Ли с лоренцевой метрикой, которые являются эйнштей
ново-подобными многообразиями типов 𝒜 и ℬ. В более высокой размерности
не существует общей классификации локально однородных (псевдо)римановых
многообразий с тривиальным тензором Схоутена–Вейля.

Для завершения классификации четырехмерных локально однородных
(псевдо)римановых многообразий с нулевым тензором Схоутена–Вейля остает
ся классифицировать четырехмерные группы Ли с левоинвариантной псевдори
мановой метрикой и нулевым тензором Схоутена–Вейля, которые не являются
конформно плоскими и имеют не параллельный тензор Риччи.

Псевдоримановы многообразия с изотропным тензором Схоутена–Вей
ля естественным образом возникают при изучении локально конформно од
нородных (псевдо)римановых пространств [22; 23], которые тесно связаны
с конформно-киллинговыми векторными полями. Ранее данные многообразия
в случае трехмерных групп Ли с левоинвариантной лоренцевой метрикой изуча
лись в работах [24; 25]. В них была получена полная классификация трехмерных
групп Ли с левоинвариантной лоренцевой метрикой, тензор Схоутена–Вейля
которых является изотропным. Кроме того, в работах [26—28] была получена
классификация четырехмерных локально однородных многообразий с нетриви
альной подгруппой изотропии и изотропным тензором Вейля.

Таким образом представляет интерес изучение четырехмерных локально
однородных многообразий с нетривиальной подгруппой изотропии и изотроп
ным тензором Схоутена–Вейля.

Целью данной работы является исследование локально однородных
(псевдо)римановых многообразий с ограничениями на тензор Схоутена–Вейля.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие
задачи:

1. Получить теоремы о строении оператора Риччи группы Ли с левоинва
риантной (псевдо)римановой метрикой нетривиального алгебраическо
го солитона Риччи и нулевым тензором Схоутена–Вейля. Как следсвие
получить структурные теоремы о строении метрической алгебры Ли
конформно плоской группы Ли с метрикой нетривиального алгебраи
ческого солитона Риччи.

2. Классифицировать четырехмерные группы Ли с левоинвариантной
(псевдо)римановой метрикой и нулевым тензором Схоутена–Вейля.
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3. Получить классификацию четырехмерных локальных однородных
псевдоримановых многообразий с нетривиальной подгруппой изотро
пии и изотропным тензором Схоутена–Вейля.

Научная новизна. Все результаты диссертации являются новыми и
вносят существенный вклад в теорию однородных (псевдо)римановых много
образий, теорию метрических групп и алгебр Ли, теорию солитонов Риччи.

Так, например, доказано, что на группе Ли с левоинвариантной (псев
до)римановой метрикой нетривиального алгебраического солитона Риччи и
нулевым тензором Схоутена–Вейля оператор Риччи может иметь лишь нуле
вые собственные значения, причем размеры жордановых клеток в нормальной
форме матрицы оператора Риччи не превышают двух (теорема 1.9). Более того,
показано, что в конформно плоском случае, оператор Риччи обязан иметь тип
Сегре {(1 . . . 1 2)} (теорема 1.11). С применением обобщённых алгебр Гейзен
берга, построены примеры конформно плоских нетривиальных алгебраических
солитонов Риччи на метрических группах Ли произвольной размерности.

Классификация четырехмерных групп Ли с левоинвариантной псевдори
мановой метрикой и нулевым тензором Схоутена–Вейля, полученная в данной
работе (теоремы 2.4–2.9), вместе с результатами работ [15—20] завершает
классификацию четырехмерных локально однородных (псевдо)римановых мно
гообразий с нулевым тензором Схоутена–Вейля.

Теорема 3.19 о классификации четырехмерных локально однородных
псевдоримановых многообразий с нетривиальной подгруппой изотропии и
изотропным тензором Схоутена–Вейля продолжает исследования, начатые
в трехмерном случае в работах [24; 25] и в четырехмерном случае в работах [27;
28].

Теоретическая и практическая значимость. Результаты диссерта
ции имеют теоретическое значение и могут быть использованы специалистами
в области геометрии и топологии, в теории однородных (псевдо)римановых
многообразий, теории солитонов Риччи и эйнштейново-подобных многообра
зий в смысле А. Грея, при исследовании инвариантных тензорных полей на
многообразиях. Кроме того, результаты диссертации могут быть использованы
при подготовке спецкурсов по геометрии, теории однородных (псевдо)рима
новых многообразий. Разработанные методы могут быть использованы при
изучении различных многообразий малой размерности: многообразий Эйн
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штейна, многообразий с метрикой солитона Риччи, эйнштейново-подобных
многообразий и других.

Методология и методы исследования. Результаты диссертация полу
чены с применением методов геометрии, теории групп и алгебр Ли, (псевдо)ри
мановой геометрии, теории солитонов Риччи, тензорного анализа.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Теорема о строении оператора Риччи на группах Ли с левоинвариант

ной псевдоримановой метрикой нетривиального алгебраического соли
тона Риччи и нулевым тензором Схоутена–Вейля. Теоремы о строении
метрической алгебры Ли конформно плоской группы Ли с метрикой
нетривиального алгебраического солитона Риччи.

2. Классификация четырехмерных группы Ли с левоинвариантными
(псевдо)римановыми метриками и нулевым тензором Схоутена–Вейля,
которые не являются конформно плоскими и имеют не параллельный
тензор Риччи.

3. Классификация четырехмерных локально однородных псевдорима
новых многообразий с нетривиальной подгруппой изотропии и изотроп
ным тензором Схоутена–Вейля.

Достоверность изложенных в работе результатов подтверждается ис
пользованием широко известных методов современной геометрии, локально
однородной (псевдо)римановой геометрии, а также положительной оценкой на
научных конференциях и семинарах.

Апробация работы. Основные положения и результаты диссертацион
ной работы представлялись на 22 конференциях и научных школах. Среди них
15 международных:

1–3. Ломоносовские чтения на Алтае: фундаментальные проблемы науки и
образования (Барнаул, 2014, 2015, 2017);

4–7. Дни геометрии в Новосибирске (Новосибирск, 2015–2017, 2019);
8. Геометрический анализ и теория управления (Новосибирск, 2016);
9. Математика в современном мире. Международная конференция, по

священная 60-летия Института математики им. С.Л.Соболева (Ново
сибирск, 2017);

10. Ломоносовские чтения на Алтае: фундаментальные проблемы науки и
техники (Барнаул, 2018);

11. Spring School on Geometry and Topology (Чехия, Градец Кралове, 2018);
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12. Summer School on Geometry and Topology (Чехия, Градец Кралове,
2019);

13. Dynamics in Siberia — 2021 (Новосибирск, 2021);
14. Primorie Mathematical Fair (Владивосток, 2021);
15. International conference on Geometry in the Large dedicated to the 90th

birthday of Victor Toponogov (Санкт-Петербург, 2021);
и 7 всероссийских:

16. Математика и ее приложения: фундаментальные проблемы науки и тех
ники (Барнаул, 2015);

17–22. Математики — Алтайскому краю (Барнаул, 2015–2020).
Кроме того, результаты диссертации докладывались на семинаре отдела ана
лиза и геометрии (Институт математики им. С. Л. Соболева СО РАН,
руководитель: академик РАН Ю. Г. Решетняк) на семинаре «Геометрия, топо
логия, и их приложения» (Институт математики им. С. Л. Соболева СО РАН,
руководитель: академик РАН И. А. Тайманов), на краевом семинаре по гео
метрии и математическому моделированию (АлтГУ, руководитель: д.ф.-м.н.,
проф. Е. Д. Родионов).

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 18 печатных изданиях, 10 из которых изданы в журналах, рекомендо
ванных ВАК, 4 — в периодических научных журналах, индексируемых Web
of Science и Scopus, 7 — в тезисах докладов и в материалах конференций различ
ного уровня, 1 — в других изданиях. Работы [A2; A7; A8; A15—A17] написаны
автором совместно с Е. Д. Родионовым, работа [A5] — с Д. Н. Оскорбиным, ра
бота [A9] — с С. В. Клепиковой, К. О. Кизбикеновым и И. В. Эрнстом, работа
[A12] — с О. П. Хромовой и Е. Д. Родионовым, работа [A13] — с О. П. Хромовой
и С. В. Клепиковой, работа [A14] — с О. П. Хромовой. Вклад соавторов в эти
работы равен и неделим.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, трех
глав, заключения и одного приложения. Диссертационная работа разбита
на главы, которые подразделяются на параграфы. Все теоремы имеют двойную
нумерацию: номер главы, номер утверждения в текущей главе. Полный объём
диссертации составляет 143 страницы, включая 5 таблиц. Список литературы
содержит 44 наименования.
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Глава 1. Алгебраические солитоны Риччи на метрических
группах Ли с нулевым тензором Схоутена–Вейля

Результаты данной главы опубликованы в работах [A2; A3; A5; A7; A8;
A10; A11].

1.1 Группы Ли с левоинвариантной (псевдо)римановой метрикой

Определение 1.1. (Псевдо)риманово многообразие 𝑀 называется однородным
(псевдо)римановым многообразием, если группа изометрий Isom(𝑀) действует
транзитивно на 𝑀 .

Многие примеры однородных (псевдо)римановых многообразий возника
ют как группы Ли, снабженные метрикой, инвариантной относительно левых
сдвигов — такая метрика называется левоинвариантной.

Определение 1.2. Метрической алгеброй Ли называется пара (g,⟨·,·⟩), где g —
вещественная алгебра Ли, а ⟨·,·⟩ — некоторое скалярное произведение на g.

Произвольная левоинвариантная (псевдо)риманова метрика 𝑔 на груп
пе Ли 𝐺 определяет скалярное произведение ⟨·,·⟩ на алгебре Ли g группы 𝐺,
и наоборот, каждое скалярное произведение ⟨·,·⟩ на g индуцирует левоинва
риантную метрику 𝑔 на группе 𝐺. Поэтому далее используется отождествле
ние ⟨·,·⟩ = 𝑔.

Пусть (𝑀,𝑔) — 𝑛-мерное (𝑛 ⩾ 3) (псевдо)риманово многообразие со связ
ностью Леви-Чивита ∇.

Определение 1.3. Тензор 𝑅(𝑋,𝑌 )𝑉 = ∇𝑌∇𝑋𝑉 −∇𝑋∇𝑌 𝑉 +∇[𝑋,𝑌 ]𝑉 , где 𝑋,
𝑌 , 𝑉 — произвольные векторные поля на 𝑀 , называется тензором кривизны
Римана.

Вслед за тензором Римана, определим тензор Риччи 𝑟, оператор Риччи ρ,
скалярную кривизну 𝑠, тензор одномерной кривизны 𝐴 (также известный как
тензор Схоутена), оператор одномерной кривизны 𝒜, тензор Вейля 𝑊 и тензор
Схоутена–Вейля 𝑆𝑊 следующими равенствами
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𝑟(𝑋,𝑌 ) = tr(𝑉 −→ 𝑅(𝑋,𝑉 )𝑌 ),

𝑔(ρ(𝑋),𝑌 ) = 𝑟(𝑋,𝑌 ), (1.1)

𝑠 = tr(ρ),

𝐴 =
1

𝑛− 2

(︂
𝑟 − 𝑠𝑔

2 (𝑛− 1)

)︂
,

𝑔 (𝒜 (𝑋) , 𝑌 ) = 𝐴 (𝑋, 𝑌 ) ,

𝑊 (𝑋,𝑌 )𝑍 = 𝑅 (𝑋,𝑌 )𝑍 + (𝒜(𝑋) ∧ 𝑌 )𝑍 + (𝑋 ∧ 𝒜(𝑌 ))𝑍,

𝑆𝑊 (𝑋,𝑌,𝑍) = ∇𝑍𝐴 (𝑋,𝑌 )−∇𝑌𝐴 (𝑋,𝑍) ,

где (𝑋 ∧ 𝑌 )𝑍 = ⟨𝑌,𝑍⟩𝑋 − ⟨𝑋,𝑍⟩𝑌 .

Определение 1.4. Две метрические алгебры Ли g и ḡ называются изометрич
ными, если существует изоморфизмφ : g → ḡ (псевдо)евклидовых пространств,
который (будучи продолжен до изоморфизма тензорных алгебр) переводит
тензор кривизны Римана и его ковариантные производные в алгебре g в со
ответствующие тензоры алгебры ḡ.

Замечание 1.1. Из результатов работы [29] следует, что две метрические
алгебры Ли изометричны тогда и только тогда, когда соответствующие им
группы Ли локально изометричны как (псевдо)римановы многообразия.

Определение 1.5. Пусть 𝐺 — метрическая группа Ли. Будем говорить, что
группа Ли 𝐺 является конформно плоской, если

– 𝑆𝑊 = 0, при dim𝐺 = 3 (для трехмерного многообразия тензор Вей
ля 𝑊 всегда тривиален);

– 𝑊 = 0, при dim𝐺 ⩾ 4.

Замечание 1.2. Отметим, что условие 𝑊 = 0 при dim𝐺 ⩾ 4 влечет
за собой выполнение условия 𝑆𝑊 = 0 [1]. А значит, для конформно плоской
группы Ли имеем

𝑅 (𝑋,𝑌 )𝑍 = − (𝒜𝑋 ∧ 𝑌 )𝑍 − (𝑋 ∧ 𝒜𝑌 )𝑍,

∇𝑍𝐴 (𝑋,𝑌 ) = ∇𝑌𝐴 (𝑋,𝑍) .
(1.2)
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1.2 Солитоны Риччи на метрических группах Ли

Определение 1.6. Полное (псевдо)риманово многообразие (𝑀,𝑔) называется
эйнштейновым многообразием, если тензор Риччи 𝑟 удовлетворяет уравнению
Эйнштейна:

𝑟 = Λ · 𝑔 (1.3)

для некоторой константы Λ ∈ R.

Однородные эйнштейновы многообразия изучены в работах многих мате
матиков (см., например, обзоры [1; 30]). Важным обобщением эйнштейновых
метрик являются солитоны Риччи, которые были впервые рассмотрены Р. Га
мильтоном в работе [5].

Определение 1.7. Полное (псевдо)риманово многообразие (𝑀,𝑔) называется
солитоном Риччи, если метрика 𝑔 удовлетворяет уравнению:

𝑟 = Λ · 𝑔 + 𝐿𝑋𝑔, (1.4)

где 𝑟 — тензор Риччи, Λ ∈ R — константа, 𝐿𝑋𝑔 — производная Ли метрики 𝑔

по направлению полного дифференцируемого векторного поля 𝑋.
Если 𝑀 = 𝐺/𝐻 — однородное пространство с однородной (псевдо)римановой
метрикой 𝑔, тогда (𝐺/𝐻,𝑔) — однородный солитон Риччи.

Солитоны Риччи естественным образом связаны с решениями уравнения
потока Риччи [5]. Метрика 𝑔0 — метрика солитона Риччи тогда и только тогда,
когда 𝑔(𝑡) = σ(𝑡)ψ*

𝑡 (𝑔0) — решение уравнения потока Риччи:

𝜕𝑔

𝜕𝑡
= −2𝑟(𝑔), 𝑔(0) = 𝑔0,

где 𝑟(𝑔) — тензор Риччи метрики 𝑔, σ(𝑡) — гладкая функция, ψ𝑡 — однопара
метрическое семейство диффеоморфизмов на многообразии, причем σ(0) = 1

и ψ0 = 𝑖𝑑𝑀𝑛.
С другой стороны, солитоны Риччи связаны с многообразиями Эйн

штейна. Если (𝑀,𝑔) — солитон Риччи с некоторым киллинговым полем 𝑋

(т.е. 𝐿𝑋𝑔 = 0), то уравнения (1.3) и (1.4) совпадают, а метрика 𝑔 является
метрикой Эйнштейна.
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Солитоны Риччи исследованы в работах многих математиков (см., напри
мер, обзор [3]). Классификация однородных солитонов Риччи известна только
в малых размерностях и не является исчерпывающей (см. [6]).

Определение 1.8. Солитон Риччи называется растягивающимся, если Λ < 0;
устойчивым, если Λ = 0; стягивающимся, если Λ > 0. Также назовем соли
тон Риччи тривиальным, если он изометричен многообразию Эйнштейна или
прямому произведению эйнштейнового многообразия и (псевдо)евклидова про
странства.

Если однородный солитон устойчив, то тензор Риччи тривиален (см. по
дробнее в [31]) и по теореме Алексеевского–Кимельфельда многообразие
является плоским (см. [32]). В случае стягивающегося однородного солитона из
работ [5; 33] вытекает, что он изометричен произведению компактного однород
ного эйнштейнова многообразия и евклидова пространства. Если однородный
солитон растягивающийся, то 𝑀 некомпактно (см. [34]). Известные нетривиаль
ные растягивающиеся однородные солитоны изометричны солвсолитонам.

Растягивающиеся солвсолитоны рассмотрены в работе Х. Лауре [35], и их
изучение сводится к нахождению алгебраических солитонов.

Определение 1.9. Группа Ли 𝐺 с левоинвариантной (псевдо)римановой мет
рикой 𝑔 называется алгебраическим солитоном Риччи, если выполняется

ρ = Λ · Id +𝐷. (1.5)

где ρ — оператор Риччи, Λ ∈ R — константа, Id — тождественный оператор,
𝐷 — некоторое дифференцирование алгебры Ли g.

Было доказано, что каждый алгебраический солитон Риччи на группе Ли
с левоинвариантной римановой метрикой является однородными солитонами
Риччи (см. [7]). Позднее этот результат был обобщен К. Онда на случай групп
Ли с левоинвариантной псевдоримановой метрикой (см. [8]).

Исследованию алгебраических солитонов Риччи посвящены работы [9; 31;
36]. Классификация четырехмерных алгебраических солвсолитонов, с точно
стью до эквивариантной изометрии, приведена Х. Лауре в работе [35].
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Определение 1.10. Группа Ли 𝐺 с левоинвариантной (псевдо)римановой
метрикой 𝑔 и метрической алгеброй Ли g называется полуалгебраическим со
литоном Риччи, если метрика 𝑔 удовлетворяет уравнению:

ρ = Λ · Id +
1

2
(𝐷 +𝐷′) ,

где ρ — матрица оператора Риччи, Λ ∈ R, Id — единичная матрица, 𝐷 —
матрица некоторого оператора дифференцирования алгебры g, 𝐷′ — матрица
оператора, сопряженного оператору 𝐷 относительно метрики 𝑔.

М. Яблонский изучал связь между алгебраическими и полуалгебраически
ми солитонами Риччи. В частности, им была доказана следующая

Теорема 1.3 ([9]). Если группа Ли 𝐺 с левоинвариантной римановой метри
кой 𝑔 является полуалгебраическим солитоном Риччи, то (𝐺,𝑔) — алгебраи
ческий солитон Риччи.

Отметим, что в случае групп Ли с левоинвариантной псевдоримановой
метрикой данная теорема не выполняется (см. [37]).

1.3 Алгебраические солитоны Риччи на группах Ли
с левоинвариантной (псевдо)римановой метрикой и нулевым

тензором Схоутена–Вейля

В данном разделе мы докажем свойства алгебраических солитонов Риччи
на группах Ли с нулевым тензором Схоутена–Вейля.

Лемма 1.4. Пусть (𝐺,𝑔) — алгебраический солитон Риччи. Тогда тензор
Схоутена–Вейля 𝑆𝑊 тривиален, если и только если

∇𝐷𝑋𝑌 = 0 ∀𝑋,𝑌 ∈ g. (1.6)

Доказательство. По определению тензора Схоутена–Вейля, с учетом постоян
ства скалярной кривизны, имеем:

𝑆𝑊 (𝑋,𝑌,𝑍) =
1

𝑛− 2
(∇𝑍𝑟 (𝑋,𝑌 )−∇𝑌 𝑟 (𝑋,𝑍)) .
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Тензор Риччи, в силу равенств (1.1) и (1.5), выражается через скалярное про
изведение в алгебре Ли g и дифференцирование 𝐷, значит

𝑆𝑊 (𝑋,𝑌,𝑍) = − 1

𝑛− 2

(︀
⟨Λ∇𝑍𝑋 +𝐷∇𝑍𝑋, 𝑌 ⟩+ ⟨Λ𝑋 +𝐷𝑋,∇𝑍𝑌 ⟩−

−⟨Λ∇𝑌𝑋 +𝐷∇𝑌𝑋,𝑍⟩ − ⟨Λ𝑋 +𝐷𝑋,∇𝑌𝑍⟩
)︀
=

= − 1

𝑛− 2

(︀
⟨𝐷∇𝑍𝑋, 𝑌 ⟩ − ⟨𝐷∇𝑌𝑋,𝑍⟩+ ⟨𝐷𝑋, [𝑍,𝑌 ]⟩

)︀
=

= − 1

𝑛− 2

(︀
⟨𝑋,∇𝑌𝐷𝑍 −∇𝑍𝐷𝑌 ⟩+ ⟨𝑋, [𝐷𝑍, 𝑌 ] + [𝑍,𝐷𝑌 ]⟩

)︀
=

= − 1

𝑛− 2

(︀
⟨𝑋,∇𝑌𝐷𝑍 −∇𝑍𝐷𝑌 +∇𝐷𝑍𝑌 −∇𝑌𝐷𝑍 +∇𝑍𝐷𝑌 −∇𝐷𝑌𝑍⟩

)︀
=

= − 1

𝑛− 2

(︀
⟨𝑋,∇𝐷𝑍𝑌 ⟩ − ⟨𝑋,∇𝐷𝑌𝑍⟩

)︀
.

Используя данное равенство и тождество Кошуля [1], получим

𝑆𝑊 (𝑋,𝑌,𝑍) = − 1

2(𝑛− 2)

(︀
⟨[𝐷𝑍,𝑌 ],𝑋⟩ − ⟨[𝑌,𝑋],𝐷𝑍⟩ − ⟨[𝐷𝑍,𝑋],𝑌 ⟩−

−⟨[𝐷𝑌,𝑍],𝑋⟩+ ⟨[𝑍,𝑋],𝐷𝑌 ⟩+ ⟨[𝐷𝑌,𝑋],𝑍⟩
)︀
=

= − 1

2(𝑛− 2)

(︀
⟨𝑋, [𝐷𝑍,𝑌 ] + [𝑍,𝐷𝑌 ]⟩+⟨𝑌,𝐷[𝑍,𝑋]− [𝐷𝑍,𝑋]⟩+

+⟨𝑍, [𝐷𝑌,𝑋]−𝐷[𝑌,𝑋]⟩
)︀
=

= − 1

2(𝑛− 2)

(︀
⟨𝑍, [𝐷𝑋,𝑌 ]⟩ − ⟨𝐷𝑋, [𝑌,𝑍]⟩ − ⟨𝑌, [𝐷𝑋,𝑍]⟩

)︀
=

= − 1

𝑛− 2
⟨∇𝐷𝑋𝑌, 𝑍⟩,

откуда, в силу невырожденности скалярного произведения, получим требуемое.

Лемма 1.5. Для произвольных векторов 𝑋, 𝑌 и 𝑍 из алгебры Ли g выполня
ются следующие равенства

1. 𝑅 (𝐷𝑋,𝑌 )𝑍 +𝑅 (𝑋,𝐷𝑌 )𝑍 = 0;
2. 𝑅 (𝑋,𝑌 )𝐷𝑍 +𝐷𝑅 (𝑋,𝑌 )𝑍 = 0;
3. 𝑅 (𝐷𝑋,𝐷𝑌 )𝑍 = 0;
4. 𝑅 (𝑋,𝐷𝑌 )𝐷𝑍 = 𝑅 (𝑋,𝐷𝑍)𝐷𝑌 .

Доказательство. Пусть 𝑋, 𝑌 и 𝑍 — произвольные векторы из алгебры Ли g.
Рассмотрим следующее выражение
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𝑅 (𝐷𝑋,𝑌 )𝑍 +𝑅 (𝑋,𝐷𝑌 )𝑍 =

= [∇𝑌 ,∇𝐷𝑋 ]𝑍 +∇[𝐷𝑋,𝑌 ]𝑍 + [∇𝐷𝑌 ,∇𝑋 ]𝑍 +∇[𝑋,𝐷𝑌 ]𝑍 =

Первое и третье слагаемые равны нулю в силу (1.6). Далее имеем

= ∇[𝐷𝑋,𝑌 ]𝑍 +∇[𝑋,𝐷𝑌 ]𝑍 = ∇𝐷[𝑋,𝑌 ]𝑍
(1.6)
= 0,

что доказывает пункт 1 данной леммы.
Для доказательства пункта 2 рассмотрим

⟨𝑅 (𝑋,𝑌 )𝐷𝑍 +𝐷𝑅 (𝑋,𝑌 )𝑍, 𝑉 ⟩ = ⟨𝑅 (𝑋,𝑌 )𝐷𝑍, 𝑉 ⟩+ ⟨𝐷𝑅 (𝑋,𝑌 )𝑍, 𝑉 ⟩ =
= ⟨𝑅 (𝑋,𝑌 )𝐷𝑍, 𝑉 ⟩+ ⟨𝑅 (𝑋,𝑌 )𝑍,𝐷𝑉 ⟩ =
= ⟨𝑅 (𝐷𝑍,𝑉 )𝑋, 𝑌 ⟩+ ⟨𝑅 (𝑍,𝐷𝑉 )𝑋, 𝑌 ⟩ =

= ⟨𝑅 (𝐷𝑍,𝑉 )𝑋 +𝑅 (𝑍,𝐷𝑉 )𝑋, 𝑌 ⟩ = 0,

откуда, в силу произвольного выбора вектора 𝑉 , получаем требуемое.
По определению тензора кривизны имеем

𝑅 (𝐷𝑋,𝐷𝑌 )𝑍 = [∇𝐷𝑌 ,∇𝐷𝑋 ]𝑍 +∇[𝐷𝑋,𝐷𝑌 ]𝑍 =

= [∇𝐷𝑌 ,∇𝐷𝑋 ]𝑍 +∇(∇𝐷𝑋𝐷𝑌−∇𝐷𝑌 𝐷𝑋)𝑍.

Все слагаемые равны нулю из-за (1.6), что доказывает пункт 3 данной леммы.
Рассмотрим алгебраическое тождество Бьянки:

𝑅 (𝑋,𝐷𝑌 )𝐷𝑍 +𝑅 (𝐷𝑌,𝐷𝑍)𝑋 +𝑅 (𝐷𝑍,𝑋)𝐷𝑌 = 0.

Второе слагаемое равно нулю в силу пункта 3 данной леммы, оставшиеся два
слагаемых дают пункт 4 леммы.

Пусть 𝐷g и Ker𝐷 — образ и ядро оператора 𝐷 соответственно. Тогда
имеет место

Лемма 1.6. В вышеприведенных обозначениях верно
1. 𝐷g — абелева подалгебра алгебры g;
2. Ker𝐷 — подалгебра алгебры g;
3. [Ker𝐷,𝐷g] ⊆ 𝐷g;
4. Если 𝐷2 = 0, то [𝐷g,g] ⊆ Ker𝐷.
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Доказательство. Пусть 𝐷𝑋 и 𝐷𝑌 — произвольные векторы из 𝐷g, тогда

[𝐷𝑋,𝐷𝑌 ] = ∇𝐷𝑋𝐷𝑌 −∇𝐷𝑌𝐷𝑋 = 0

в силу (1.6), следовательно 𝐷g — абелева подалгебра.
Пусть 𝑋 и 𝑌 — произвольные векторы из Ker𝐷, т.е. 𝐷𝑋 = 0 и 𝐷𝑌 = 0,

тогда
𝐷[𝑋,𝑌 ] = [𝐷𝑋,𝑌 ] + [𝑋,𝐷𝑌 ] = 0,

а следовательно [𝑋,𝑌 ] ∈ Ker𝐷.
Пусть 𝐷𝑋 и 𝑌 — произвольные векторы из 𝐷g и Ker𝐷 соответственно,

тогда
[𝐷𝑋,𝑌 ] = 𝐷[𝑋,𝑌 ]− [𝑋,𝐷𝑌 ] = 𝐷[𝑋,𝑌 ] ∈ 𝐷g.

Пусть 𝐷𝑋 и 𝑌 — произвольные векторы из 𝐷g и g соответственно и
𝐷2 = 0, тогда

𝐷[𝐷𝑋,𝑌 ] = [𝐷2𝑋,𝑌 ] + [𝐷𝑋,𝐷𝑌 ] = 0,

а следовательно [𝐷𝑋,𝑌 ] ∈ Ker𝐷.

Лемма 1.7. Если оператор 𝐷 диагонализируем и имеет только два собствен
ных значения — 0 и −Λ, то алгебра Ли g имеет вид полупрямой суммы
𝐷g⋊Ker𝐷 и изометрична прямой сумме g̃ = 𝐷g⊕Ker𝐷.

Доказательство. Заметим, что, если оператор 𝐷 диагонализируем с собствен
ными значениями 0 и −Λ, то по лемме 1.6 имеем: 𝐷g — абелев идеал, Ker𝐷 —
подалгебра, ⟨𝐷g,Ker𝐷⟩ = 0 и g = 𝐷g + Ker𝐷 как векторное пространство.
Значит g = 𝐷g ⋊ Ker𝐷. Для доказательства изометричности нам необходимо
показать, что тензор кривизны и все его ковариантные производные совпадают
как у полупрямой суммы, так и у прямой. Для этого рассмотрим тензор

𝑅 (𝑋,𝑌,𝑍;𝑈1, . . . ,𝑈𝑘) = ∇𝑈1
. . .∇𝑈𝑘

𝑅 (𝑋,𝑌 )𝑍.

Заметим, что если хотя бы один вектор из набора 𝑋, 𝑌 , 𝑍, 𝑈1, . . . ,𝑈𝑘 принадле
жит 𝐷g, то 𝑅 (𝑋,𝑌,𝑍;𝑈1, . . . ,𝑈𝑘) = 0 в силу (1.6), симметрий тензора кривизны
и того, что 𝐷g — идеал. Кроме того ∇𝑋𝑌 ∈ Ker𝐷 при 𝑋,𝑌 ∈ Ker𝐷 в силу
тождества Кошуля и вышеприведенных соотношений на скобку Ли и скаляр
ное произведение, а значит, 𝑅 (𝑋,𝑌 )𝑍 ∈ Ker𝐷; более того, данное выражение
определяется только коммутаторами в подалгебре Ker𝐷 и скалярным произве
дением.
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Пусть векторы 𝑋, 𝑌 , 𝑍, 𝑈1, . . . , 𝑈𝑘 принадлежат подалгебре Ker𝐷. При
меним индукцию по 𝑘:

𝑅 (𝑋,𝑌,𝑍;𝑈1, . . . ,𝑈𝑘) = ∇𝑈1
. . .∇𝑈𝑘

𝑅 (𝑋,𝑌 )𝑍 = ∇𝑈1
𝑅 (𝑋,𝑌,𝑍;𝑈2, . . . ,𝑈𝑘) =

= −𝑅 (∇𝑈1
𝑋,𝑌,𝑍;𝑈2, . . . ,𝑈𝑘)−𝑅 (𝑋,∇𝑈1

𝑌,𝑍;𝑈2, . . . ,𝑈𝑘)−
−𝑅 (𝑋,𝑌,∇𝑈1

𝑍;𝑈2, . . . ,𝑈𝑘)−
−𝑅 (𝑋,𝑌,𝑍;∇𝑈1

𝑈2, . . . ,𝑈𝑘)− . . .−𝑅 (𝑋,𝑌,𝑍;𝑈2, . . . ,∇𝑈1
𝑈𝑘) .

Следовательно, 𝑅 (𝑋,𝑌,𝑍;𝑈1, . . . ,𝑈𝑘) принадлежит ядру оператора 𝐷 и опре
деляется только скобкой Ли в подалгебре Ker𝐷 и скалярным произведением
(база индукции 𝑘 = 0 показана выше), а значит тензор кривизны и все его
ковариантные производные совпадают как у полупрямой суммы, так и у пря
мой.

Лемма 1.8. Для произвольного вектора 𝑋 из алгебры Ли g верно

𝐷2𝑋 = −Λ𝐷𝑋.

Доказательство.

⟨ρ (𝑋) , 𝐷𝑌 ⟩ = 𝑟 (𝑋,𝐷𝑌 ) = tr (𝑉 → 𝑅 (𝑋,𝑉 )𝐷𝑌 )
л. 1.5.(2)

=

= tr (𝐷𝑉 → 𝑅 (𝑋,𝐷𝑉 )𝐷𝑌 )
л. 1.5.(4)

= tr (𝐷𝑉 → 𝑅 (𝑋,𝐷𝑌 )𝐷𝑉 ) = 0,

т.к. оператор кривизны является кососопряженным. Далее, с использованием
уравнения алгебраического солитона Риччи (1.5), получаем требуемое.

В случае групп Ли с левоинвариантной псевдоримановой метрикой суще
ствуют различные возможные формы оператора Риччи, которые называются
типами Сегре и представляют собой список размеров жордановых клеток
в жордановой нормальной форме матрицы оператора Риччи. Так, например,
запись “оператор Риччи имеет тип Сегре {(11)2}” означает, что оператор Рич
чи имеет два действительных различных собственных значения, оба имеют
алгебраическую кратность два, но первому из них соответствует двумерное
собственное подпространство, а второму — одномерное. Круглые скобки груп
пируют блоки, соответствующие одному и тому же собственному значению.

Теорема 1.9. Пусть (𝐺,𝑔) — группа Ли с левоинвариантной (псевдо)рима
новой метрикой нетривиального алгебраического солитона Риччи и тензор
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Схоутена–Вейля 𝑆𝑊 тривиален, тогда Λ = 0 и оператор 𝐷 (как и опера
тор Риччи ρ) имеет тип Сегре {(1 . . . 1 2 . . . 2)} с единственным собственным
значением равным нулю, причем количество двоек в типе Сегре обязательно
ненулевое.

Доказательство. Предположим, что оператор 𝐷 имеет два комплексно-соп
ряженных собственных значения α ± 𝑖β, где β ̸= 0, и соответствующие
собственные векторы 𝑈 ± 𝑖𝑉 , тогда

𝐷𝑉 = α𝑉 + β𝑈,

𝐷2𝑉 = 2αβ𝑈 +
(︀
α2 − β2

)︀
𝑉.

По лемме 1.8 получим систему уравнений{︃
α2 − β2 = −2Λα,

2αβ = −Λβ,

откуда следует α2 + β2 = 0, что противоречит условию β ̸= 0. Значит опера
тор 𝐷 не может иметь комплексно-сопряженных собственных значений.

Пусть λ — некоторое действительное собственное значение оператора 𝐷,
𝑋 — соответствующий собственный вектор. Тогда из леммы 1.8 следует

λ2𝑋 = −Λλ𝑋,

это означает, что оператор 𝐷 может иметь собственные значения равные ли
бо −Λ, либо 0.

Пусть собственное значение −Λ имеет кратность 𝑘:

𝐷𝑋𝑖 = −Λ𝑋𝑖 +𝑋𝑖−1, 𝑖 = 1,𝑘, 𝑋0 = 𝑋−1 = . . . = 0,

𝐷2𝑋𝑖 = Λ2𝑋𝑖 − 2Λ𝑋𝑖−1 +𝑋𝑖−2.

По лемме 1.8 получим
−Λ𝑋𝑖−1 +𝑋𝑖−2 = 0,

а значит, если Λ ̸= 0, то собственное значение −Λ имеет кратность не более 1;
если Λ = 0, то собственное значение −Λ имеет кратность не более 2.

Пусть собственное значение 0 имеет кратность 𝑘:

𝐷𝑋𝑖 = 𝑋𝑖−1, 𝑖 = 1,𝑘, 𝑋0 = 𝑋−1 = . . . = 0,
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𝐷2𝑋𝑖 = 𝑋𝑖−2.

По лемме 1.8 получим
Λ𝑋𝑖−1 +𝑋𝑖−2 = 0,

а значит, если Λ ̸= 0, то собственное значение 0 имеет кратность не более 1;
если Λ = 0, то собственное значение 0 имеет кратность не более 2.

Для доказательства теоремы осталось заметить, что при Λ ̸= 0 оператор 𝐷

диагонализируем (то есть имеет тип Сегре {(1 . . . 1)}), так как все собственные
значения имеют кратность не более одного, и по лемме 1.7 алгебра Ли g изо
метрична прямой сумме 𝐷g ⊕ Ker𝐷, а соответствующая группа Ли локально
изометрична прямому произведению R𝑘 ⊗ 𝒩 𝑛−𝑘 (псевдо)евклидова простран
ства и эйнштейнового многообразия, а следовательно алгебраический солитон
Риччи является тривиальным.

Следствие 1.10. Пусть (𝐺,𝑔) — группа Ли с левоинвариантной
римановой метрикой алгебраического солитона Риччи. Если тензор Схоу
тена–Вейля 𝑆𝑊 равен нулю, то алгебраический солитон Риччи является
тривиальным.

Доказательство. В случае римановой метрики оператор Риччи всегда яв
ляется диагонализируемым, т.е. имеет тип Сегре {1 . . . 1}, что противоречит
теореме 1.9.

1.4 Алгебраические солитоны Риччи на конформно плоских
группах Ли

В данном параграфе, с помощью результатов предыдущего параграфа,
при более сильном предположении, что алгебраический солитон Риччи яв
ляется конформно плоским, мы получим некоторые результаты о строении
соответствующей метрической алгебры Ли. Благодаря следствию 1.10, далее
мы будем рассматривать только собственно псевдориманову метрику.

Теорема 1.11. Пусть 𝐺 — конформно плоская метрическая группа Ли
с метрикой нетривиального алгебраического солитона Риччи. Тогда Λ = 0 и
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оператор 𝐷 (как и оператор Риччи ρ) имеет тип Сегре {(1 . . . 1 2)} с един
ственным собственным значением, равным нулю.

Доказательство. Пусть 𝑋 и 𝑌 — произвольные векторы из алгебры Ли груп
пы 𝐺. Рассмотрим следующее выражение

𝑅(𝐷𝑋,𝑌 )𝑋 +𝑅(𝑋,𝐷𝑌 )𝑋 = −(𝐴𝐷𝑋 ∧ 𝑌 )𝑋 − (𝐷𝑋 ∧ 𝐴𝑌 )𝑋

− (𝐴𝑋 ∧𝐷𝑌 )𝑋 − (𝑋 ∧ 𝐴𝐷𝑌 )𝑋 = − 2

𝑛− 2
(𝐷𝑋 ∧𝐷𝑌 )𝑋 =

= − 2

𝑛− 2
(⟨𝐷𝑌,𝑋⟩𝐷𝑋 − ⟨𝐷𝑋,𝑋⟩𝐷𝑌 ) .

Если 𝑋,𝑌 /∈ Ker𝐷 и 𝐷𝑋, 𝐷𝑌 — линейно независимы, то ⟨𝐷𝑌,𝑋⟩ = 0 и
⟨𝐷𝑋,𝑋⟩ ≠ 0. Тогда 𝑅(𝐷𝑋,𝑌 )𝑋 +𝑅(𝑋,𝐷𝑌 )𝑋 ̸= 0 — противоречие с пунктом 1
леммы 1.5. Следовательно векторы 𝐷𝑋 и 𝐷𝑌 не могут быть линейно независи
мыми, т.е. dim𝐷g = 1, и оператор Риччи имеет тип Сегре {(1 . . . 1 2)}.

Так как, по теореме 1.11, константа Λ равна нулю и оператор 𝐷 имеет
тип Сегре {(1 . . . 1 2)} с единственным собственным значением равным нулю,
то в алгебре Ли g существует базис {𝑒1, . . . ,𝑒𝑛}, в котором матрицы операто
ра 𝐷, оператора Риччи ρ и метрического тензора 𝑔 имеют следующий блочный
вид (см. [38]):

𝐷 = ρ =

⎛⎜⎝0 0 0

0 0 1

0 0 0

⎞⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎝𝐸± 0 0

0 0 ε0

0 ε0 0

⎞⎟⎠ , (1.7)

где размеры блоков на главной диагонали равны (𝑛− 2)× (𝑛− 2), 1× 1, 1× 1

соответственно, 𝐸± — диагональная матрица с элементами ±1 на диагонали,
ε0 = ±1.

Введем следующие обозначения:

𝐴1 = span {𝑒1, . . . ,𝑒𝑛−2} ,
𝐴2 = span {𝑒𝑛−1} ,
𝐵2 = span {𝑒𝑛} ,

тогда 𝐷g = 𝐴2, Ker𝐷 = 𝐴1 + 𝐴2.
Из вида оператора Риччи и метрического тензора с использованием (1.2)

получаем, что для любых векторов 𝑋 и 𝑌 из алгебры Ли выполняется

𝑅 (ρ𝑋, 𝑌 ) = 0,
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откуда следует, что оператор кривизны и оператор Риччи коммутируют,
а значит, мы можем применить результаты работы [39, параграф 5] вместе
с леммами 1.4 и 1.6.

Предложение 1.12. В вышеприведенных обозначениях выполняются следую
щие коммутационные соотношения

[𝐴1,𝐴1] ⊆ 𝐴1 + 𝐴2, [𝐴1,𝐴2] = 0, [𝐴1,𝐵2] ⊆ 𝐴1 + 𝐴2,

[𝐴2,𝐴2] = 0, [𝐴2,𝐵2] ⊆ 𝐴2, [𝐵2,𝐵2] = 0.

Кроме того, ковариантная производная удовлетворяет следующим условиям

∇𝑋𝑌
𝑌

𝐴1 𝐴2 𝐵2

𝑋

𝐴1 𝐴1 + 𝐴2 0 𝐴1

𝐴2 0 0 0

𝐵2 𝐴1 + 𝐴2 𝐴2 𝐴1 +𝐵2

Более того, тензор Риччи и все его ковариантные производные определяются
двумя параметрами: ε0 = ⟨𝑒𝑛−1,𝑒𝑛⟩ = ±1 и 𝑐𝑛−1

𝑛−1𝑛: [𝑒𝑛−1,𝑒𝑛] = 𝑐𝑛−1
𝑛−1𝑛𝑒𝑛−1, причем

можно считать, что 𝑐𝑛−1
𝑛−1𝑛 ⩾ 0.

Доказательство. Условия на скобку Ли и ковариантную производную следуют
из лемм 1.4 и 1.6 из работы [39]. Из вида оператора Риччи и метрического
тензора (1.7), а также из таблицы для ковариантной производной, следует, что

∇𝑒𝑘1
. . .∇𝑒𝑘𝑚𝑟 (𝑒𝑖,𝑒𝑗) = 0,

если хотя бы один из индексов 𝑘1, . . . 𝑘𝑚, 𝑖, 𝑗 не равен 𝑛.
Рассмотрим следующее выражение, полученное из тождества Кошуля

ε0Γ
𝑛
𝑛𝑛 = ⟨∇𝑒𝑛𝑒𝑛,𝑒𝑛−1⟩ =

1

2
(⟨[𝑒𝑛,𝑒𝑛] ,𝑒𝑛−1⟩ − ⟨[𝑒𝑛,𝑒𝑛−1] ,𝑒𝑛⟩ − ⟨[𝑒𝑛,𝑒𝑛−1] ,𝑒𝑛⟩) =

= ⟨[𝑒𝑛−1,𝑒𝑛] ,𝑒𝑛⟩ = ε0𝑐𝑛𝑛−1𝑛,

откуда Γ𝑛
𝑛𝑛 = 𝑐𝑛𝑛−1𝑛.

Далее докажем по индукции, что

∇𝑒𝑛 . . .∇𝑒𝑛⏟  ⏞  
𝑚 раз

𝑟 (𝑒𝑛,𝑒𝑛) = (−1)𝑚 (𝑚+ 1)! ε0 (𝑐
𝑛
𝑛−1𝑛)

𝑚 , 𝑚 ⩾ 0.
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База 𝑚 = 0:
𝑟 (𝑒𝑛,𝑒𝑛) = ⟨ρ (𝑒𝑛) , 𝑒𝑛⟩ = ⟨𝑒𝑛−1, 𝑒𝑛⟩ = ε0.

Шаг:

∇𝑒𝑛 . . .∇𝑒𝑛⏟  ⏞  
𝑚+1 раз

𝑟 (𝑒𝑛,𝑒𝑛) =

=

𝑚 слагаемых⏞  ⏟  
−∇∇𝑒𝑛𝑒𝑛 ∇𝑒𝑛 . . .∇𝑒𝑛⏟  ⏞  

𝑚−1 раз

𝑟 (𝑒𝑛,𝑒𝑛)− . . .−∇𝑒𝑛 . . .∇𝑒𝑛⏟  ⏞  
𝑚−1 раз

∇∇𝑒𝑛𝑒𝑛𝑟 (𝑒𝑛,𝑒𝑛)−

−∇𝑒𝑛 . . .∇𝑒𝑛⏟  ⏞  
𝑚 раз

𝑟 (∇𝑒𝑛𝑒𝑛,𝑒𝑛)−∇𝑒𝑛 . . .∇𝑒𝑛⏟  ⏞  
𝑚 раз

𝑟 (𝑒𝑛,∇𝑒𝑛𝑒𝑛) =

= − (𝑚+ 2)Γ𝑛
𝑛𝑛∇𝑒𝑛 . . .∇𝑒𝑛⏟  ⏞  

𝑚 раз

𝑟 (𝑒𝑛,𝑒𝑛) =

= − (𝑚+ 2)Γ𝑛
𝑛𝑛 ((−1)𝑚 (𝑚+ 1)! ε0 (𝑐

𝑛
𝑛−1𝑛)

𝑚) =

= (−1)𝑚+1 (𝑚+ 2)! ε0 (𝑐
𝑛
𝑛−1𝑛)

𝑚+1 .

В заключении доказательства отметим, что, если это необходимо, можно про
извести следующую замему базиса

𝑒′𝑖 = 𝑒𝑖 при 𝑖 ⩽ 𝑛− 2; 𝑒′𝑛−1 = −𝑒𝑛−1; 𝑒′𝑛 = −𝑒𝑛.

Данная замена базиса не изменит вид оператора Риччи и метрического тензора,
а структурная константа 𝑐𝑛−1

𝑛−1𝑛 поменяет знак.

Так как в конформно плоском случае вся кривизна многообразия пол
ностью определяется тензором Риччи и его ковариантными производными, то
справедлива теорема 1.13 (смотри также замечания 1.14 и 1.15).

Теорема 1.13. Если зафиксировать сигнатуру псевдоримановой метрики,
а также действительное число 𝑐𝑛𝑛−1𝑛 ⩾ 0, то существует не более двух
конформно плоских метрических алгебр Ли (с точностью до изометрии),
которые являются нетривиальными алгебраическими солитонами Риччи;
причем одна из них имеет неотрицательную кривизну Риччи, а вторая —
неположительную.

Замечание 1.14. Мы можем гарантировать существование вышеописанных
метрических алгебр Ли (со скалярным произведением произвольной псев
доримановой сигнатуры и произвольной размерности больше либо равной
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трем) для любого значения 𝑐𝑛𝑛−1𝑛 только для случая неположительной кри
визны Риччи (т.е. при ε0 = −1); существование метрической алгебры Ли
с неотрицательной кривизной Риччи гарантируется только при выполнении
неравенства (𝑐𝑛𝑛−1𝑛)

2 (𝑛−2)−4ε0 ⩾ 0 (примеры таких метрических алгебр Ли
смотри ниже).

Замечание 1.15. Отметим, что выбранный выше базис однозначно фик
сирует значение структурной константы 𝑐𝑛𝑛−1𝑛 ⩾ 0, т.к. невозможно
произвести замену базиса в алгебре Ли так, чтобы оператор Риччи и метри
ческий тензор и в новом базисе имели вид (1.7), а структурная константа
𝑐𝑛𝑛−1𝑛 ⩾ 0 изменилась. Как было показано в предложении 1.12, структур
ная константа 𝑐𝑛𝑛−1𝑛 ⩾ 0 определяет вид ковариантных производных тензора
Риччи. Следовательно, две метрические алгебры Ли с различными констан
тами 𝑐𝑛𝑛−1𝑛 ⩾ 0 не изометричны.

Также отметим, что из предложения 1.12 следует, что группа Ли, алгеб
ра Ли которой описана в предыдущей теореме, является многообразием Уокера
(см. [40]) с левоинвариантным параллельным изотропным одномерным распре
делением 𝐷g.

Изложение данного раздела мы закончим несколькими примерами нетри
виальных алгебраических солитонов Риччи на конформно плоских метрических
группах Ли.

Пример 1.16. Рассмотрим метрическую алгебру Ли g1 = R𝑛−1⋊R размерности
𝑛 ⩾ 3, ненулевые скобки Ли которой задаются равенствами

[𝑒𝑖,𝑒𝑛] = β𝑒𝑖, 𝑖 ⩽ 𝑛− 2, [𝑒𝑛−1,𝑒𝑛] = α𝑒𝑛−1,

где β =
α(𝑛−2)+

√
(𝑛−2)(α2(𝑛−2)−4ε0)

2(𝑛−2) и α2(𝑛 − 2) − 4ε0 ⩾ 0. Ненулевые скалярные
произведения задаются следующими равенствами

⟨𝑒𝑖,𝑒𝑖⟩ = ε𝑖, 𝑖 ⩽ 𝑛− 2, ⟨𝑒𝑛−1,𝑒𝑛⟩ = ε0,

где ε𝑖 = ±1. Данная метрическая алгебра Ли является разрешимой, она локаль
но симметрична только при α = 0. В зависимости от значения параметров ε𝑖
метрическая алгебра Ли g1 может иметь скалярное произведение любой сигна
туры (кроме собственно римановой), а также иметь как неположительную, так
и неотрицательную кривизну Риччи. Как было указано в замечании 1.14, любой
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нетривиальный конформно плоский алгебраический солитон Риччи, имеющий
неположительную кривизну Риччи, изометричен алгебре g1.

Пример 1.17. Рассмотрим метрическую алгебру Ли g2 = h2𝑚+1 ⋊ R
(h2𝑚+1 — (2𝑚+ 1)-мерная обобщенная алгебра Гейзенберга) четной размер
ности 𝑛 = 2𝑚+ 2 (𝑛 ⩾ 4), ненулевые скобки Ли которой задаются равенствами

[𝑒𝑖,𝑒𝑚+𝑖] = β𝑒𝑛−1, 𝑖 ⩽ 𝑚, [𝑒𝑗,𝑒𝑛] =
1

2
α𝑒𝑗, 𝑗 ⩽ 𝑛− 2, [𝑒𝑛−1,𝑒𝑛] = α𝑒𝑛−1,

где β =

√
(𝑛−2)(4−α2(𝑛−2))

𝑛−2 и 4−α2(𝑛−2) ⩾ 0. Ненулевые скалярные произведения
задаются следующими равенствами

⟨𝑒𝑖,𝑒𝑖⟩ = ⟨𝑒𝑚+𝑖,𝑒𝑚+𝑖⟩ = ε𝑖, 𝑖 ⩽ 𝑚, ⟨𝑒𝑛−1,𝑒𝑛⟩ = 1,

где ε𝑖 = ±1. В зависимости от значения параметров ε𝑖 метрическая алгеб
ра Ли g2 может иметь скалярное произведение с сигнатурой, содержащей любое
нечетное количество минусов. Кривизна Риччи метрической алгебры Ли g2 все
гда неотрицательна.
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Глава 2. Четырехмерные метрические группы Ли с нулевым
тензором Схоутена–Вейля

Результаты данной главы опубликованы в работах [A1; A4; A6; A12–A17].

2.1 Вычисление компонент инвариантных тензорных полей
на метрических группах Ли

Далее приведем алгоритм, позволяющий вычислять компоненты тензо
ра Схоутена–Вейля 𝑆𝑊 групп Ли с левоинвариантной (псевдо)римановой
метрикой. Все вычисления будем проводить в соответствующей метрической
алгебре Ли.

Зафиксируем некоторый базис {𝑒1,𝑒2, . . . ,𝑒𝑛} в g. Входными параметрами
алгоритма являются структурные константы 𝐶𝑘

𝑖𝑗 алгебры Ли g (которые опреде
ляются разложением скобки Ли по базису [𝑒𝑖,𝑒𝑗] = 𝐶𝑘

𝑖𝑗𝑒𝑘) и метрический тензор
𝑔𝑖𝑗 = ⟨𝑒𝑖,𝑒𝑗⟩ метрической алгебры Ли.

1. Вычисляем символы Кристоффеля:

Γ𝑡
𝑖𝑗 =

1

2

(︀
𝐶𝑡

𝑖𝑗 − 𝐶 𝑙
𝑗𝑘𝑔𝑙𝑖𝑔

𝑘𝑡 + 𝐶 𝑙
𝑘𝑖𝑔𝑙𝑗𝑔

𝑘𝑡
)︀
.

2. Определяем компоненты тензора кривизны:

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑡 = 𝐶𝑚
𝑖𝑗 Γ

𝑙
𝑚𝑘𝑔𝑙𝑡 − Γ𝑚

𝑗𝑘Γ
𝑙
𝑖𝑚𝑔𝑙𝑡 + Γ𝑚

𝑖𝑘Γ
𝑙
𝑗𝑚𝑔𝑙𝑡.

3. Вычисляем компоненты тензора Риччи с помощью свёртки тензора кри
визны с метрическим тензором:

𝑟𝑖𝑘 = 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑡𝑔
𝑗𝑡.

4. Вычисляем скалярную кривизну:

𝑠 = 𝑟𝑖𝑘𝑔
𝑖𝑘.

5. Определяем компоненты тензора одномерной кривизны:

𝐴𝑖𝑗 =
1

𝑛− 2

(︂
𝑟𝑖𝑗 −

𝑠𝑔𝑖𝑗
2 (𝑛− 1)

)︂
.
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6. Вычисляем ковариантные производные тензора одномерной кривизны:

𝐴𝑖𝑗;𝑘 = −𝐴𝑚𝑗Γ
𝑠
𝑚𝑖 − 𝐴𝑖𝑚Γ

𝑚
𝑘𝑗.

7. Компоненты тензора Схоутена–Вейля определяем с помощью форму
лы:

𝑆𝑊𝑖𝑗𝑘 = 𝐴𝑖𝑗;𝑘 − 𝐴𝑖𝑘;𝑗.

Данные формулы являются общеизвестными и приводятся, например, в [24;
41; 42].

Заметим, что, если скалярная кривизна является константой (что верно,
например, в случае метрических групп Ли), то следующие условия эквивалент
ны

𝑆𝑊 = 0 ⇔ ∇𝑍𝑟(𝑋,𝑌 ) = ∇𝑌 𝑟(𝑋,𝑍). (2.1)

Таким образом, при решении уравнения 𝑆𝑊 = 0 можно опустить несколько
шагов алгоритма:

1. Вычисляем символы Кристоффеля:

Γ𝑡
𝑖𝑗 =

1

2

(︀
𝐶𝑡

𝑖𝑗 − 𝐶 𝑙
𝑗𝑘𝑔𝑙𝑖𝑔

𝑘𝑡 + 𝐶 𝑙
𝑘𝑖𝑔𝑙𝑗𝑔

𝑘𝑡
)︀
.

2. Определяем компоненты тензора кривизны:

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑡 = 𝐶𝑚
𝑖𝑗 Γ

𝑙
𝑚𝑘𝑔𝑙𝑡 − Γ𝑚

𝑗𝑘Γ
𝑙
𝑖𝑚𝑔𝑙𝑡 + Γ𝑚

𝑖𝑘Γ
𝑙
𝑗𝑚𝑔𝑙𝑡.

3. Вычисляем компоненты тензора Риччи с помощью свёртки тензора кри
визны с метрическим тензором:

𝑟𝑖𝑘 = 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑡𝑔
𝑗𝑡.

4. Вычисляем ковариантные производные тензора Риччи:

𝑟𝑖𝑗;𝑘 = −𝑟𝑚𝑗Γ
𝑠
𝑚𝑖 − 𝑟𝑖𝑚Γ

𝑚
𝑘𝑗.

5. Записываем систему уравнений (2.1):

𝑟𝑖𝑗;𝑘 − 𝑟𝑖𝑘;𝑗 = 0.
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2.2 Нулевой тензор Схоутена–Вейля на четырехмерных
группах Ли с левоинвариантной (псевдо)римановой метрикой

В данном разделе мы рассмотрим левоинвариантные псевдоримановы мет
рики на группах Ли с нулевым тензором Схоутена–Вейля, которые не являются
ни конформно плоскими, ни Риччи параллельными. Ранее Дж. Кальварузо и
А. Заем классифицировали левоинвариантные псевдоримановы метрики Эйн
штейна, конформно плоские метрики и метрики с параллельным тензором
Риччи на четырехмерных группах Ли (см. [18—20]).

Далее будем использовать удобные базисы в метрической алгебре Ли, в ко
торых оператор Риччи, тензор Риччи и метрический тензор имеют удобный
вид. Такие базисы были построены в работе [38] для произвольного самосо
пряженного оператора (коим является оператор Риччи) в (псевдо)евклидовом
пространстве.

Теорема 2.1 ([38]). Пусть (g,𝑔) — четырехмерная алгебра Ли. Тогда в ней
существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что, в зависимости от типа Сегре
оператора Риччи, матрицы тензора Риччи и метрического тензора имеют
вид, приведённый в табл. 1. В данной таблице использованы обозначения: ε𝑖 =
±1; ρ𝑖, α, α𝑖, β ̸= 0, β𝑖 ̸= 0 — произвольные действительные числа.

Таблица 1 — Вид матриц тензора Риччи и метрического тензора в базисе, в за
висимости от типа Сегре оператора Риччи

Тип Сегре Матрица тензора Риччи 𝑟 Матрица метрического тензора 𝑔

{1111}

⎛⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ2 0 0

0 0 ε3ρ3 0

0 0 0 ε4ρ4

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 ε3 0

0 0 0 ε4

⎞⎟⎟⎟⎠

{11(11)}

⎛⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ2 0 0

0 0 ε3ρ3 0

0 0 0 ε4ρ3

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 ε3 0

0 0 0 ε4

⎞⎟⎟⎟⎠

{(11)(11)}

⎛⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ1 0 0

0 0 ε3ρ2 0

0 0 0 ε4ρ2

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 ε3 0

0 0 0 ε4

⎞⎟⎟⎟⎠
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Продолжение табл. 1
Тип Сегре Матрица тензора Риччи 𝑟 Матрица метрического тензора 𝑔

{1(111)}

⎛⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ2 0 0

0 0 ε3ρ2 0

0 0 0 ε4ρ2

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 ε3 0

0 0 0 ε4

⎞⎟⎟⎟⎠

{(1111)}

⎛⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ1 0 0

0 0 ε3ρ1 0

0 0 0 ε4ρ1

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 ε3 0

0 0 0 ε4

⎞⎟⎟⎟⎠

{112}

⎛⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ2 0 0

0 0 0 ε3ρ3

0 0 ε3ρ3 ε3

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 0 ε3

0 0 ε3 0

⎞⎟⎟⎟⎠

{1(12)}

⎛⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ2 0 0

0 0 0 ε3ρ2

0 0 ε3ρ2 ε3

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 0 ε3

0 0 ε3 0

⎞⎟⎟⎟⎠

{(11)2}

⎛⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ1 0 0

0 0 0 ε3ρ2

0 0 ε3ρ2 ε3

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 0 ε3

0 0 ε3 0

⎞⎟⎟⎟⎠

{(112)}

⎛⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ1 0 0

0 0 0 ε3ρ1

0 0 ε3ρ1 ε3

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 0 ε3

0 0 ε3 0

⎞⎟⎟⎟⎠

{22}

⎛⎜⎜⎜⎝
0 ε1ρ1 0 0

ε1ρ1 ε1 0 0

0 0 0 ε2ρ2

0 0 ε2ρ2 ε2

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

0 ε1 0 0

ε1 0 0 0

0 0 0 ε2

0 0 ε2 0

⎞⎟⎟⎟⎠

{(22)}

⎛⎜⎜⎜⎝
0 ε1ρ1 0 0

ε1ρ1 ε1 0 0

0 0 0 ε2ρ1

0 0 ε2ρ1 ε2

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

0 ε1 0 0

ε1 0 0 0

0 0 0 ε2

0 0 ε2 0

⎞⎟⎟⎟⎠

{13}

⎛⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 0 0 ε2ρ2

0 0 ε2ρ2 ε2

0 ε2ρ2 ε2 0

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 0 0 ε2

0 0 ε2 0

0 ε2 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠
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Продолжение табл. 1
Тип Сегре Матрица тензора Риччи 𝑟 Матрица метрического тензора 𝑔

{(13)}

⎛⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 0 0 ε2ρ1

0 0 ε2ρ1 ε2

0 ε2ρ1 ε2 0

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 0 0 ε2

0 0 ε2 0

0 ε2 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠

{4}

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0 ε1ρ1

0 0 ε1ρ1 ε1

0 ε1ρ1 ε1 0

ε1ρ1 ε1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

0 0 0 ε1

0 0 ε1 0

0 ε1 0 0

ε1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠

{1111}

⎛⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ2 0 0

0 0 ε3α ε3β

0 0 ε3β −ε3α

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 ε3 0

0 0 0 −ε3

⎞⎟⎟⎟⎠

{(11)11}

⎛⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ1 0 0

0 0 ε3α ε3β

0 0 ε3β −ε3α

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 ε3 0

0 0 0 −ε3

⎞⎟⎟⎟⎠

{211}

⎛⎜⎜⎜⎝
0 ε1ρ1 0 0

ε1ρ1 ε1 0 0

0 0 ε2α ε2β

0 0 ε2β −ε2α

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

0 ε1 0 0

ε1 0 0 0

0 0 ε2 0

0 0 0 −ε2

⎞⎟⎟⎟⎠

{22}

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 ε1α ε1β

0 0 ε1β −ε1α
ε1α ε1β 0 0

ε1β −ε1α 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

0 0 ε1 0

0 0 0 −ε1
ε1 0 0 0

0 −ε1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠

{1111}

⎛⎜⎜⎜⎝
ε1α1 ε1β1 0 0

ε1β1 −ε1α1 0 0

0 0 ε2α2 ε2β2

0 0 ε2β2 −ε2α2

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 −ε1 0 0

0 0 ε2 0

0 0 0 −ε2

⎞⎟⎟⎟⎠

{(1111)}

⎛⎜⎜⎜⎝
ε1α ε1β 0 0

ε1β −ε1α 0 0

0 0 ε2α ε2β

0 0 ε2β −ε2α

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 −ε1 0 0

0 0 ε2 0

0 0 0 −ε2

⎞⎟⎟⎟⎠

При описании изоморфизмов метрических алгебр Ли матрицы перехода,
сохраняющие вид метрического тензора 𝑔 (возможно с точностью до переобо
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значения параметров), мы будем назвать 𝑔-ортогональными. Например, пусть

𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 0 ε3

0 0 ε3 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑂 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Матрица 𝑂 является 𝑔-ортогональной, поскольку матрица

𝑂𝑇𝑔𝑂 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε2 0 0 0

0 ε1 0 0

0 0 0 ε3

0 0 ε3 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
совпадает с 𝑔 с точностью до переобозначения ε1 ↔ ε2. Использование по
добных матриц перехода допустимо, поскольку далее нас будет интересовать
являются ли некоторые классы метрических алгебр Ли подклассами других;
при этом далее мы не будем выделять конкретные пары изоморфных метри
ческих алгебр Ли.

Структура данного раздела такова: в теореме 2.2 мы покажем, что
оператор Риччи четырехмерной метрической группы Ли с тривиальным тен
зором Схоутена–Вейля, которая не является ни конформно плоской ни Риччи
параллельной, может иметь лишь 5 из 20 возможных типов Сегре. Далее, теоре
мы 2.4–2.8 посвящены получению классификации метрических алгебр Ли таких
групп Ли с точностью до изоморфизма. Табл. 2, в которой приведены получен
ные метрические алгебры Ли, расположена после теоремы 2.8. В теореме 2.9
показано, что полученные метрические алгебры Ли попарно неизоморфны.

Теорема 2.2. Пусть (𝐺,𝑔) — четырехмерная метрическая группа Ли с нуле
вым тензором Схоутена–Вейля, метрика которой не является ни конформно
плоской, ни Риччи параллельной. Тогда для оператора Риччи ρ возможны
только следующие типы Сегре: {1(12)}, {(11)2}, {(112)}, {1111}, {(22)}.

Доказательство. По очереди разберем типы Сегре из табл. 1.
Пусть оператор Риччи ρ имеет тип Сегре {1111}. Тогда в метрической

алгебре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метрический тензор 𝑔 и
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тензор Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ2 0 0

0 0 ε3ρ3 0

0 0 0 ε4ρ4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 ε3 0

0 0 0 ε4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.2)

где ρ1, ρ2, ρ3, ρ4 — попарно неравные действительные числа, и ε𝑖 = ±1. Система
уравнений (2.1) в данном базисе имеет следующий вид

𝐶1
12ε1 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶2

12ε2 (ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶1
13ε1 (ρ1 − ρ3) = 0, 𝐶2

23ε2 (ρ2 − ρ3) = 0,

𝐶1
14ε1 (ρ1 − ρ4) = 0, 𝐶2

24ε2 (ρ2 − ρ4) = 0,

𝐶3
13ε3 (ρ1 − ρ3) = 0, 𝐶4

14ε4 (ρ1 − ρ4) = 0,

𝐶3
23ε3 (ρ2 − ρ3) = 0, 𝐶4

24ε4 (ρ2 − ρ4) = 0,

𝐶3
34ε3 (ρ3 − ρ4) = 0, 𝐶4

34ε4 (ρ3 − ρ4) = 0,

𝐶1
23 (2ρ1 − ρ2 − ρ3) ε1 +

(︀
𝐶3

12ε3 + 𝐶2
13ε2

)︀
(ρ2 − ρ3) = 0,

𝐶1
24 (2ρ1 − ρ2 − ρ4) ε1 +

(︀
𝐶4

12ε4 + 𝐶2
14ε2

)︀
(ρ2 − ρ4) = 0,

𝐶1
34 (2ρ1 − ρ3 − ρ4) ε1 +

(︀
𝐶4

13ε4 + 𝐶3
14ε3

)︀
(ρ3 − ρ4) = 0,

𝐶2
13 (ρ1 − 2ρ2 + ρ3) ε2 +

(︀
𝐶3

12ε3 − 𝐶1
23ε1

)︀
(ρ1 − ρ3) = 0,

𝐶2
14 (ρ1 − 2ρ2 + ρ4) ε2 +

(︀
𝐶4

12ε4 − 𝐶1
24ε1

)︀
(ρ1 − ρ4) = 0,

𝐶2
34 (2ρ2 − ρ3 − ρ4) ε2 +

(︀
𝐶4

23ε4 + 𝐶3
24ε3

)︀
(ρ3 − ρ4) = 0,

𝐶3
12 (ρ1 + ρ2 − 2ρ3) ε3 +

(︀
𝐶2

13ε2 + 𝐶1
23ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶3
14 (ρ1 − 2ρ3 + ρ4) ε3 +

(︀
𝐶4

13ε4 − 𝐶1
34ε1

)︀
(ρ1 − ρ4) = 0,

𝐶3
24 (ρ2 − 2ρ3 + ρ4) ε3 +

(︀
𝐶4

23ε4 − 𝐶2
34ε2

)︀
(ρ2 − ρ4) = 0,

𝐶4
12 (ρ1 + ρ2 − 2ρ4) ε4 +

(︀
𝐶2

14ε2 + 𝐶1
24ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶4
13 (ρ1 + ρ3 − 2ρ4) ε4 +

(︀
𝐶3

14ε3 + 𝐶1
34ε1

)︀
(ρ1 − ρ3) = 0,

𝐶4
23 (ρ2 + ρ3 − 2ρ4) ε4 +

(︀
𝐶3

24ε3 + 𝐶2
34ε2

)︀
(ρ2 − ρ3) = 0.

Решая систему уравнений (2.1) относительно структурных констант алгеб
ры Ли, а также накладывая условие выполнения тождества Якоби, получаем,
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что тензор Риччи имеет вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2(𝐶4
12)

2
(ρ2−ρ4)2(ρ4−ρ1)

ε2ε4(ρ1−ρ2)3 0 0 0

0
2(𝐶4

12)
2
(ρ4−ρ1)2(ρ2−ρ4)

ε1ε4(ρ1−ρ2)3 0 0

0 0 0 0

0 0 0
2(𝐶4

12)
2
(ρ2−ρ4)(ρ4−ρ1)

ε1ε2(ρ1−ρ2)2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Пусть данный тензор Риччи имеет вид (2.2), тогда должна выполняться система
уравнений

2
(︀
𝐶4

12

)︀2
(ρ2 − ρ4)2(ρ4 − ρ1)
ε2ε4(ρ1 − ρ2)3

= ε1ρ1,

2
(︀
𝐶4

12

)︀2
(ρ4 − ρ1)2(ρ2 − ρ4)
ε1ε4(ρ1 − ρ2)3

= ε2ρ2,

0 = ε3ρ3,

2
(︀
𝐶4

12

)︀2
(ρ2 − ρ4)(ρ4 − ρ1)

ε1ε2(ρ1 − ρ2)2
= ε4ρ4,

равносильная следующей системе

ρ3 = 0,(︀
𝐶4

12

)︀2
= − ε1ε2ε4ρ4(ρ1 − ρ2)2

2(ρ2 − ρ4)(ρ1 − ρ4)
,

ρ4 = −ρ1 − ρ2,
ρ21 + ρ1ρ2 + ρ

2
2

ρ1 − ρ2
= 0,

но последнее уравнение неразрешимо в действительных числах. Следовательно,
не существует четырехмерных метрических групп Ли с тривиальным тензором
Схоутена–Вейля, оператор Риччи которых имеет тип Сегре {1111}.

Пусть оператор Риччи ρ имеет тип Сегре {(11)(11)}. Тогда в метрической
алгебре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метрический тензор 𝑔 и
тензор Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ1 0 0

0 0 ε3ρ2 0

0 0 0 ε4ρ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 ε3 0

0 0 0 ε4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,



34

где ρ1, ρ2 — неравные друг другу действительные числа, и ε𝑖 = ±1. Система
уравнений (2.1) в данном базисе имеет следующий вид

𝐶1
13ε1 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶2

23ε2 (ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶1
14ε1 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶2

24ε2 (ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶1
34ε1 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶2

34ε2 (ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶3
12ε3 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶4

12ε4 (ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶3
13ε3 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶4

14ε4 (ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶3
23ε3 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶4

24ε4 (ρ1 − ρ2) = 0,(︀
𝐶3

12ε3 + 𝐶2
13ε2 + 𝐶1

23ε1
)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀

𝐶4
12ε4 + 𝐶2

14ε2 + 𝐶1
24ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀

𝐶3
12ε3 − 𝐶2

13ε2 − 𝐶1
23ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀

𝐶4
12ε4 − 𝐶2

14ε2 − 𝐶1
24ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀

𝐶4
13ε4 + 𝐶3

14ε3 − 𝐶1
34ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀

𝐶4
23ε4 + 𝐶3

24ε3 − 𝐶2
34ε2

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀

𝐶4
13ε4 + 𝐶3

14ε3 + 𝐶1
34ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀

𝐶4
23ε4 + 𝐶3

24ε3 + 𝐶2
34ε2

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0.

Решая систему уравнений (2.1) относительно структурных констант ал
гебры Ли, получаем, что данная метрическая группа Ли обязана иметь
параллельный тензор Риччи.

Пусть оператор Риччи ρ имеет тип Сегре {11(11)}. Тогда в метрической
алгебре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метрический тензор 𝑔 и
тензор Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ2 0 0

0 0 ε3ρ3 0

0 0 0 ε4ρ3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 ε3 0

0 0 0 ε4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.3)
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где ρ1, ρ2, ρ3 — попарно неравные действительные числа, и ε𝑖 = ±1. Система
уравнений (2.1) в данном базисе имеет следующий вид

𝐶1
12ε1 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶2

12ε2 (ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶1
13ε1 (ρ1 − ρ3) = 0, 𝐶2

23ε2 (ρ2 − ρ3) = 0,

𝐶1
14ε1 (ρ1 − ρ3) = 0, 𝐶2

24ε2 (ρ2 − ρ3) = 0,

𝐶1
34ε1 (ρ1 − ρ3) = 0, 𝐶2

34ε2 (ρ2 − ρ3) = 0,

𝐶3
13ε3 (ρ1 − ρ3) = 0, 𝐶4

14ε4 (ρ1 − ρ3) = 0,

𝐶3
23ε3 (ρ2 − ρ3) = 0, 𝐶4

24ε4 (ρ2 − ρ3) = 0,(︀
𝐶4

13ε4 + 𝐶3
14ε3 − 𝐶1

34ε1
)︀
(ρ1 − ρ3) = 0,(︀

𝐶4
23ε4 + 𝐶3

24ε3 − 𝐶2
34ε2

)︀
(ρ2 − ρ3) = 0,(︀

𝐶4
13ε4 + 𝐶3

14ε3 + 𝐶1
34ε1

)︀
(ρ1 − ρ3) = 0,(︀

𝐶4
23ε4 + 𝐶3

24ε3 + 𝐶2
34ε2

)︀
(ρ2 − ρ3) = 0,

𝐶1
23 (2ρ1 − ρ2 − ρ3) ε1 +

(︀
𝐶3

12ε3 + 𝐶2
13ε2

)︀
(ρ2 − ρ3) = 0,

𝐶1
24 (2ρ1 − ρ2 − ρ3) ε1 +

(︀
𝐶4

12ε4 + 𝐶2
14ε2

)︀
(ρ2 − ρ3) = 0,

𝐶2
13 (ρ1 − 2ρ2 + ρ3) ε2 +

(︀
𝐶3

12ε3 − 𝐶1
23ε1

)︀
(ρ1 − ρ3) = 0,

𝐶2
14 (ρ1 − 2ρ2 + ρ3) ε2 +

(︀
𝐶4

12ε4 − 𝐶1
24ε1

)︀
(ρ1 − ρ3) = 0,

𝐶3
12 (ρ1 + ρ2 − 2ρ3) ε3 +

(︀
𝐶2

13ε2 + 𝐶1
23ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶4
12 (ρ1 + ρ2 − 2ρ3) ε4 +

(︀
𝐶2

14ε2 + 𝐶1
24ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0.

Решая систему уравнений (2.1) относительно структурных констант алгеб
ры Ли, а также накладывая условие выполнения тождества Якоби, получаем,
что тензор Риччи имеет вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−2(𝐶4

12)
2
(ρ2−ρ3)2(ρ1−ρ3)

ε4ε2(ρ1−ρ2)3 0 0 0

0
2(𝐶4

12)
2
(ρ1−ρ3)2(ρ2−ρ3)

ε4ε1(ρ1−ρ2)3 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −2(𝐶4
12)

2
(ρ1−ρ3)(ρ2−ρ3)

ε2ε1(ρ1−ρ2)2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
что противоречит виду тензора Риччи (2.3). Следовательно, не существует че
тырехмерных метрических групп Ли с тривиальным тензором Схоутена–Вейля,
оператор Риччи которых имеет тип Сегре {11(11)}.

Пусть оператор Риччи ρ имеет тип Сегре {1(111)}. Тогда в метрической
алгебре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метрический тензор 𝑔 и
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тензор Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ2 0 0

0 0 ε3ρ2 0

0 0 0 ε4ρ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 ε3 0

0 0 0 ε4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где ρ1, ρ2 — неравные действительные числа, и ε𝑖 = ±1. Система уравне
ний (2.1) в данном базисе имеет следующий вид

𝐶1
12ε1 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶1

13ε1 (ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶1
23ε1 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶1

14ε1 (ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶1
24ε1 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶1

34ε1 (ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶2
12ε2 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶3

13ε3 (ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶4
14ε4 (ρ1 − ρ2) = 0,(︀

𝐶3
12ε3 + 𝐶2

13ε2 − 𝐶1
23ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀

𝐶4
12ε4 + 𝐶2

14ε2 − 𝐶1
24ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀

𝐶3
12ε3 + 𝐶2

13ε2 + 𝐶1
23ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀

𝐶4
13ε4 + 𝐶3

14ε3 − 𝐶1
34ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀

𝐶4
12ε4 + 𝐶2

14ε2 + 𝐶1
24ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀

𝐶4
13ε4 + 𝐶3

14ε3 + 𝐶1
34ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0.

Решая систему уравнений (2.1) относительно структурных констант ал
гебры Ли, получаем, что данная метрическая группа Ли обязана иметь
параллельный тензор Риччи.

Если оператор Риччи имеет тип Сегре {(1111)}, то тензор Риччи пропор
ционален метрическому тензору, и метрическая группа Ли является многообра
зием Эйнштейна, а значит имеет параллельный тензор Риччи.

Пусть оператор Риччи ρ имеет тип Сегре {112}. Тогда в метрической
алгебре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метрический тензор 𝑔 и
тензор Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ2 0 0

0 0 0 ε3ρ3

0 0 ε3ρ3 ε3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 0 ε3

0 0 ε3 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.4)
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где ρ1, ρ2, ρ3 — попарно неравные действительные числа, и ε𝑖 = ±1. Система
уравнений (2.1) в данном базисе имеет следующий вид

𝐶4
34ε3 = 0,

𝐶1
12ε1 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶1

13ε1 (ρ1 − ρ3) = 0,

𝐶2
12ε2 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶2

23ε2 (ρ2 − ρ3) = 0,

𝐶4
13ε3 (ρ1 − ρ3) = 0, 𝐶4

23ε3 (ρ2 − ρ3) = 0,(︀
𝐶1

14 (ρ1 − ρ3)− 𝐶1
13

)︀
ε1 = 0, 𝐶1

34ε1 (ρ1 − ρ3)− 𝐶4
13ε3 = 0,(︀

𝐶2
24 (ρ2 − ρ3)− 𝐶2

23

)︀
ε2 = 0, 𝐶2

34ε2 (ρ2 − ρ3)− 𝐶4
23ε3 = 0,(︀(︀

𝐶3
13 + 𝐶4

14

)︀
ε3 − 𝐶1

34ε1
)︀
(ρ1 − ρ3) = 0,(︀(︀

𝐶3
23 + 𝐶4

24

)︀
ε3 − 𝐶2

34ε2
)︀
(ρ2 − ρ3) = 0,(︀

2 (ρ3 − ρ1)𝐶3
14 − 𝐶3

13 + 3𝐶4
14

)︀
ε3 + 𝐶1

34ε1 = 0,(︀
2 (ρ3 − ρ2)𝐶3

24 − 𝐶3
23 + 3𝐶4

24

)︀
ε3 + 𝐶2

34ε2 = 0,

𝐶1
23 (2ρ1 − ρ2 − ρ3) ε1 +

(︀
𝐶4

12ε3 + 𝐶2
13ε2

)︀
(ρ2 − ρ3) = 0,

𝐶2
13 (ρ1 − 2ρ2 + ρ3) ε2 +

(︀
𝐶4

12ε3 − 𝐶1
23ε1

)︀
(ρ1 − ρ3) = 0,

𝐶4
12 (ρ1 + ρ2 − 2ρ3) ε3 +

(︀
𝐶2

13ε2 + 𝐶1
23ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀

(2ρ3 − ρ1 − ρ2)𝐶3
12 + 2𝐶4

12

)︀
ε3 −

(︀
𝐶2

14ε2 + 𝐶1
24ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀(︀

𝐶3
13 + 𝐶4

14

)︀
ρ3 −

(︀
𝐶3

13 + 𝐶4
14

)︀
ρ1 + 2𝐶4

13

)︀
ε3 − 𝐶1

34ε1 (ρ1 − ρ3) = 0,(︀(︀
𝐶3

23 + 𝐶4
24

)︀
ρ3 −

(︀
𝐶3

23 + 𝐶4
24

)︀
ρ2 + 2𝐶4

23

)︀
ε3 − 𝐶2

34ε2 (ρ2 − ρ3) = 0,(︀
(2ρ1 − ρ2 − ρ3)𝐶1

24 − 𝐶1
23

)︀
ε1+

(︀
ρ2𝐶

2
14 − ρ3𝐶2

14 − 𝐶2
13

)︀
ε2+

+
(︀
ρ2𝐶

3
12 − ρ3𝐶3

12 − 𝐶4
12

)︀
ε3 = 0,(︀

(2ρ2 − ρ1 − ρ3)𝐶2
14 − 𝐶2

13

)︀
ε2+

(︀
ρ1𝐶

1
24 − ρ3𝐶1

24 − 𝐶1
23

)︀
ε1−

−
(︀
ρ1𝐶

3
12 − ρ3𝐶3

12 − 𝐶4
12

)︀
ε3 = 0.

Решая систему уравнений (2.1) относительно структурных констант алгеб
ры Ли, а также накладывая условие выполнения тождества Якоби, получаем,
что тензор Риччи имеет вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −2ε2ε1(𝐶3
12)

2
(ρ1−ρ3)(ρ2−ρ3)

(ρ1−ρ2)2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠



38

что противоречит виду тензора Риччи (2.4). Следовательно, не существует че
тырехмерных метрических групп Ли с тривиальным тензором Схоутена–Вейля,
оператор Риччи которых имеет тип Сегре {112}.

Пусть оператор Риччи ρ имеет тип Сегре {22}. Тогда в метрической алгеб
ре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метрический тензор 𝑔 и тензор
Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 ε1ρ1 0 0

ε1ρ1 ε1 0 0

0 0 0 ε2ρ2

0 0 ε2ρ2 ε2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 ε1 0 0

ε1 0 0 0

0 0 0 ε2

0 0 ε2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.5)

где ρ1, ρ2 — неравные действительные числа, и ε𝑖 = ±1. Система уравне
ний (2.1) в данном базисе имеет следующий вид

𝐶2
12ε1 = 0, 𝐶4

34ε2 = 0,

𝐶2
13ε1 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶4

13ε2 (ρ1 − ρ2) = 0,(︀
(ρ1 − ρ2)𝐶2

14 − 𝐶2
13

)︀
ε1 = 0,

(︀
(ρ1 − ρ2)𝐶4

23 + 𝐶4
13

)︀
ε2 = 0,

𝐶2
34ε1 (ρ1 − ρ2)− 𝐶4

13ε2 = 0, 𝐶4
12ε2 (ρ1 − ρ2)− 𝐶2

13ε1 = 0,(︀
(ρ1 − ρ2)𝐶1

34 + 𝐶2
34

)︀
ε1 − 𝐶4

23ε2 = 0,(︀
(ρ2 − ρ1)𝐶3

12 + 𝐶4
12

)︀
ε2 + 𝐶2

14ε1 = 0,(︀(︀
𝐶1

13 + 𝐶2
23

)︀
ε1 + 𝐶4

12ε2
)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀(︀

𝐶3
13 + 𝐶4

14

)︀
ε2 − 𝐶2

34ε1
)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀

2 (ρ1 − ρ2)𝐶1
23 − 𝐶1

13 + 3𝐶2
23

)︀
ε1 − 𝐶4

12ε2 = 0,(︀
2 (ρ2 − ρ1)𝐶3

14 − 𝐶3
13 + 3𝐶4

14

)︀
ε2 + 𝐶2

34ε1 = 0,(︀
2 (ρ1 − ρ2)𝐶1

24 − 𝐶1
14 − 2𝐶1

23 + 3𝐶2
24

)︀
ε1 − 𝐶3

12ε2 = 0,(︀
2 (ρ2 − ρ1)𝐶3

24 − 2𝐶3
14 − 𝐶3

23 + 3𝐶4
24

)︀
ε2 + 𝐶1

34ε1 = 0,(︀(︀
𝐶1

13 + 𝐶2
23

)︀
ρ1 −

(︀
𝐶1

13 + 𝐶2
23

)︀
ρ2 + 2𝐶2

13

)︀
ε1 − 𝐶4

12ε2 (ρ1 − ρ2) = 0,(︀(︀
𝐶3

13 + 𝐶4
14

)︀
ρ2 −

(︀
𝐶3

13 + 𝐶4
14

)︀
ρ1 + 2𝐶4

13

)︀
ε2 − 𝐶2

34ε1 (ρ1 − ρ2) = 0,(︀(︀
𝐶1

14 + 𝐶2
24

)︀
ρ1 −

(︀
𝐶1

14 + 𝐶2
24

)︀
ρ2−𝐶1

13 − 𝐶2
23

)︀
ε1+

+ε2
(︀
ρ1𝐶

3
12 − ρ2𝐶3

12 − 𝐶4
12

)︀
= 0,(︀(︀

𝐶3
23 + 𝐶4

24

)︀
ρ2 −

(︀
𝐶3

23 + 𝐶4
24

)︀
ρ1−𝐶3

13 − 𝐶4
14

)︀
ε2+

+ε1
(︀
ρ1𝐶

1
34 − ρ2𝐶1

34 + 𝐶2
34

)︀
= 0,
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(︀(︀
𝐶1

14 + 𝐶2
24

)︀
ρ1 −

(︀
𝐶1

14 + 𝐶2
24

)︀
ρ2−𝐶1

13 + 2𝐶2
14 − 𝐶2

23

)︀
ε1−

−
(︀
ρ1𝐶

3
12 − ρ2𝐶3

12 − 𝐶4
12

)︀
ε2 = 0,(︀(︀

𝐶3
23 + 𝐶4

24

)︀
ρ2 −

(︀
𝐶3

23 + 𝐶4
24

)︀
ρ1−𝐶3

13 − 𝐶4
14 + 2𝐶4

23

)︀
ε2−

−
(︀
ρ1𝐶

1
34 − ρ2𝐶1

34 + 𝐶2
34

)︀
ε1 = 0.

Решая систему уравнений (2.1) относительно структурных констант алгеб
ры Ли, а также накладывая условие выполнения тождества Якоби, получаем,
что данная метрическая алгебра Ли обязана быть Риччи плоской, что противо
речит виду тензора Риччи (2.5). Следовательно, не существует четырехмерных
метрических групп Ли с тривиальным тензором Схоутена-Вейля, оператор Рич
чи которых имеет тип Сегре {22}.

Пусть оператор Риччи ρ имеет тип Сегре {13}. Тогда в метрической алгеб
ре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метрический тензор 𝑔 и тензор
Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 0 0 ε2ρ2

0 0 ε2ρ2 ε2

0 ε2ρ2 ε2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 0 0 ε2

0 0 ε2 0

0 ε2 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.6)

где ρ1, ρ2 — неравные действительные числа, и ε𝑖 = ±1. Система уравне
ний (2.1) в данном базисе имеет следующий вид

𝐶4
23ε2 = 0, 𝐶3

23ε2 = 0,

𝐶4
23ε2 = 0, 𝐶4

24ε2 = 0,(︀
𝐶3

23 + 𝐶4
24

)︀
ε2 = 0,

(︀
𝐶2

24 − 2𝐶3
34

)︀
ε2 = 0,

𝐶1
12ε1 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶4

12ε2 (ρ1 − ρ2) = 0,(︀
𝐶2

23 − 𝐶4
34 − 3𝐶3

24

)︀
ε2 = 0,

(︀
𝐶3

24 + 𝐶2
23 − 3𝐶4

34

)︀
ε2 = 0,(︀

(ρ1 − ρ2)𝐶1
13 − 𝐶1

12

)︀
ε1 = 0,

(︀
(ρ1 − ρ2)𝐶1

14 − 𝐶1
13

)︀
ε1 = 0,

𝐶1
23ε1 (ρ1 − ρ2)− 𝐶4

12ε2 = 0,(︀(︀
𝐶3

12 + 𝐶4
13

)︀
ε2 − 𝐶1

23ε1
)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀

2 (ρ1 − ρ2)𝐶1
24 − 𝐶1

23

)︀
ε1 −

(︀
𝐶3

12 + 𝐶4
13

)︀
ε2 = 0,(︀

2 (ρ2 − ρ1)𝐶3
13 − 𝐶3

12 + 3𝐶4
13

)︀
ε2 + 𝐶1

23ε1 = 0,(︀
2 (ρ2 − ρ1)𝐶2

14 − 𝐶2
13 + 3𝐶3

14

)︀
ε2 + 𝐶1

34ε1 = 0,(︀
2 (ρ1 − ρ2)𝐶1

34 − 𝐶1
24

)︀
ε1 +

(︀
𝐶2

12 − 2𝐶3
13 + 𝐶4

14

)︀
ε2 = 0,
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(︀(︀
𝐶3

12 + 𝐶4
13

)︀
ρ2 −

(︀
𝐶3

12 + 𝐶4
13

)︀
ρ1 + 2𝐶4

12

)︀
ε2 − 𝐶1

23ε1 (ρ1 − ρ2) = 0,(︀(︀
𝐶2

13 + 𝐶3
14

)︀
ρ2 −

(︀
𝐶2

13 + 𝐶3
14

)︀
ρ1 + 2𝐶4

14

)︀
ε2 + 𝐶1

34ε1 (ρ1 − ρ2) = 0,(︀(︀
𝐶2

12 + 𝐶4
14

)︀
ρ2 −

(︀
𝐶2

12 + 𝐶4
14

)︀
ρ1 + 2𝐶3

12

)︀
ε2 − 𝐶1

24ε1 (ρ1 − ρ2) = 0,(︀(︀
𝐶2

12 + 𝐶4
14

)︀
ρ2 −

(︀
𝐶2

12 + 𝐶4
14

)︀
ρ1+𝐶3

12 − 𝐶4
13

)︀
ε2+

+
(︀
ρ1𝐶

1
24 − ρ2𝐶1

24 − 𝐶1
23

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶2
13 + 𝐶3

14

)︀
ρ2 −

(︀
𝐶2

13 + 𝐶3
14

)︀
ρ1−𝐶2

12 + 2𝐶3
13 + 𝐶4

14

)︀
ε2−

−
(︀
ρ1𝐶

1
34 − ρ2𝐶1

34 − 𝐶1
24

)︀
ε1 = 0.

Решая систему уравнений (2.1) относительно структурных констант алгеб
ры Ли, а также накладывая условие выполнения тождества Якоби, получаем,
что тензор Риччи имеет вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0
(︀
𝐶3

34

)︀2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что противоречит виду тензора Риччи (2.6). Следовательно, не существует че
тырехмерных метрических групп Ли с тривиальным тензором Схоутена–Вейля,
оператор Риччи которых имеет тип Сегре {13}.

Пусть оператор Риччи ρ имеет тип Сегре {(13)}. Тогда в метрической
алгебре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метрический тензор 𝑔 и
тензор Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 0 0 ε2ρ1

0 0 ε2ρ1 ε2

0 ε2ρ1 ε2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 0 0 ε2

0 0 ε2 0

0 ε2 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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где ρ1 ∈ R, ε𝑖 = ±1. Система уравнений (2.1) в данном базисе имеет следующий
вид

𝐶1
12ε1 = 0, 𝐶3

12ε2 = 0,

𝐶4
12ε2 = 0, 𝐶1

13ε1 = 0,

𝐶3
23ε2 = 0, 𝐶4

23ε2 = 0,

𝐶4
14ε2 = 0, 𝐶4

24ε2 = 0,(︀
𝐶3

23 + 𝐶4
24

)︀
ε2 = 0,

(︀
𝐶2

24 − 2𝐶3
34

)︀
ε2 = 0,(︀

𝐶3
24 + 𝐶2

23 − 3𝐶4
34

)︀
ε2 = 0,

(︀
𝐶2

23 − 𝐶4
34 − 3𝐶3

24

)︀
ε2 = 0,(︀

𝐶3
12 + 𝐶4

13

)︀
ε2 + 𝐶1

23ε1 = 0,
(︀
𝐶3

12 − 𝐶4
13

)︀
ε2 − 𝐶1

23ε1 = 0,(︀
3𝐶4

13 − 𝐶3
12

)︀
ε2 + 𝐶1

23ε1 = 0,
(︀
3𝐶3

14 − 𝐶2
13

)︀
ε2 + 𝐶1

34ε1 = 0,(︀
𝐶2

12 − 2𝐶3
13 + 𝐶4

14

)︀
ε2 − 𝐶1

24ε1 = 0,(︀
𝐶2

12 − 2𝐶3
13 − 𝐶4

14

)︀
ε2 + 𝐶1

24ε1 = 0.

Решая систему уравнений (2.1) относительно структурных констант алгеб
ры Ли, получаем, что данная метрическая группа Ли обязана быть конформно
плоской.

Пусть оператор Риччи ρ имеет тип Сегре {4}. Тогда в метрической алгеб
ре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метрический тензор 𝑔 и тензор
Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 ε1ρ1

0 0 ε1ρ1 ε1

0 ε1ρ1 ε1 0

ε1ρ1 ε1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 ε1

0 0 ε1 0

0 ε1 0 0

ε1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.7)

где ρ1 ∈ R, ε𝑖 = ±1. Система уравнений (2.1) в данном базисе имеет следующий
вид

𝐶3
12ε1 = 0, 𝐶4

12ε1 = 0,

𝐶4
13ε1 = 0, 𝐶3

14ε1 = 0,(︀
𝐶2

23 − 𝐶4
34

)︀
ε1 = 0,

(︀
𝐶3

12 + 𝐶4
13

)︀
ε1 = 0,(︀

𝐶2
12 + 𝐶4

14

)︀
ε1 = 0,

(︀
𝐶2

13 − 2𝐶3
23

)︀
ε1 = 0,(︀

𝐶1
24 − 2𝐶2

34

)︀
ε1 = 0,

(︀
𝐶2

12 + 𝐶3
13 + 𝐶4

23

)︀
ε1 = 0,(︀

𝐶3
13 + 𝐶2

12 − 3𝐶4
23

)︀
ε1 = 0,

(︀
𝐶2

12 − 𝐶4
23 − 3𝐶3

13

)︀
ε1 = 0,(︀

𝐶1
23 + 𝐶2

24 − 3𝐶3
34

)︀
ε1 = 0,

(︀
𝐶1

13 − 𝐶4
34 − 3𝐶2

14

)︀
ε1 = 0,



42

(︀
𝐶3

14 + 𝐶1
12 − 𝐶4

24 − 2𝐶2
13

)︀
ε1 = 0,(︀

𝐶2
12 − 𝐶4

23 − 𝐶3
13 + 2𝐶4

14

)︀
ε1 = 0,(︀

𝐶2
14 + 𝐶1

13 − 𝐶4
34 − 2𝐶3

24

)︀
ε1 = 0,(︀

𝐶3
14 + 𝐶4

24 − 𝐶1
12 + 2𝐶2

13

)︀
ε1 = 0,(︀

𝐶3
14 + 𝐶1

12 − 3𝐶4
24 + 2𝐶3

23

)︀
ε1 = 0,(︀

𝐶1
23 − 𝐶3

34 − 3𝐶2
24 + 2𝐶1

14

)︀
ε1 = 0,(︀

𝐶4
34 + 𝐶2

14 + 𝐶1
13 − 2𝐶3

24 − 2𝐶2
23

)︀
ε1 = 0.

Решая систему уравнений (2.1) относительно структурных констант алгеб
ры Ли, а также накладывая условие выполнения тождества Якоби, получаем,
что тензор Риччи имеет вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0
(︀
𝐶2

24

)︀2
+ 3𝐶2

24𝐶
3
34 − 6

(︀
𝐶3

34

)︀2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что противоречит виду тензора Риччи (2.7). Следовательно, не существует че
тырехмерных метрических групп Ли с тривиальным тензором Схоутена–Вейля,
оператор Риччи которых имеет тип Сегре {4}.

Пусть оператор Риччи ρ имеет тип Сегре {(11)11}. Тогда в метрической
алгебре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метрический тензор 𝑔 и
тензор Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ1 0 0

0 0 ε3α ε3β

0 0 ε3β −ε3α

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 ε3 0

0 0 0 −ε3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.8)

где ρ1,α,β ∈ R, ε𝑖 = ±1, β ̸= 0. Система уравнений (2.1) в данном базисе имеет
следующий вид

𝐶4
34βε3 = 0, 𝐶3

34βε3 = 0,(︀
(ρ1 − α)𝐶1

13 + β𝐶
1
14

)︀
ε1 = 0,

(︀
(α− ρ1)𝐶1

14 + β𝐶
1
13

)︀
ε1 = 0,(︀

(ρ1 − α)𝐶2
23 + β𝐶

2
24

)︀
ε2 = 0,

(︀
(α− ρ1)𝐶2

24 + β𝐶
2
23

)︀
ε2 = 0,(︀

(α− ρ1)𝐶3
12 + β𝐶

4
12

)︀
ε3 = 0,

(︀
(ρ1 − α)𝐶4

12 + β𝐶
3
12

)︀
ε3 = 0,
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𝐶1
34ε1 (ρ1 − α)− βε3

(︀
𝐶3

13 − 𝐶4
14

)︀
= 0,

𝐶2
34ε2 (ρ1 − α)− βε3

(︀
𝐶3

23 − 𝐶4
24

)︀
= 0,(︀(︀

3𝐶4
13 + 𝐶3

14

)︀
β− 2 (ρ1 − α)𝐶3

13

)︀
ε3 + β𝐶

1
34ε1 = 0,(︀(︀

3𝐶4
23 + 𝐶3

24

)︀
β− 2 (ρ1 − α)𝐶3

23

)︀
ε3 + β𝐶

2
34ε2 = 0,(︀(︀

𝐶4
13 + 3𝐶3

14

)︀
β+ 2𝐶4

14 (ρ1 − α)
)︀
ε3 + β𝐶

1
34ε1 = 0,(︀(︀

𝐶4
23 + 3𝐶3

24

)︀
β+ 2𝐶4

24 (ρ1 − α)
)︀
ε3 + β𝐶

2
34ε2 = 0,(︀(︀

𝐶3
14 − 𝐶4

13

)︀
α+

(︀
𝐶4

13 − 𝐶3
14

)︀
ρ1 + 2β𝐶4

14

)︀
ε3 + 𝐶1

34ε1 (ρ1 − α) = 0,(︀(︀
𝐶3

24 − 𝐶4
23

)︀
α+

(︀
𝐶4

23 − 𝐶3
24

)︀
ρ1 + 2β𝐶4

24

)︀
ε3 + 𝐶2

34ε2 (ρ1 − α) = 0,(︀(︀
𝐶3

14 − 𝐶4
13

)︀
α+

(︀
𝐶4

13 − 𝐶3
14

)︀
ρ1 + 2β𝐶3

13

)︀
ε3 − 𝐶1

34ε1 (ρ1 − α) = 0,(︀(︀
𝐶3

24 − 𝐶4
23

)︀
α+

(︀
𝐶4

23 − 𝐶3
24

)︀
ρ1 + 2β𝐶3

23

)︀
ε3 − 𝐶2

34ε2 (ρ1 − α) = 0,(︀
α𝐶1

23 − β𝐶1
24 − ρ1𝐶1

23

)︀
ε1+

(︀
α𝐶2

13 − β𝐶2
14 − ρ1𝐶2

13

)︀
ε2+

+
(︀
α𝐶3

12 + β𝐶
4
12 − ρ1𝐶3

12

)︀
ε3 = 0,(︀

α𝐶1
24 + β𝐶

1
23 − ρ1𝐶1

24

)︀
ε1+

(︀
α𝐶2

14 + β𝐶
2
13 − ρ1𝐶2

14

)︀
ε2−

−
(︀
α𝐶4

12 − β𝐶3
12 − ρ1𝐶4

12

)︀
ε3 = 0,(︀

α𝐶1
23 − β𝐶1

24 − ρ1𝐶1
23

)︀
ε1+

(︀
α𝐶2

13 − β𝐶2
14 − ρ1𝐶2

13

)︀
ε2−

−
(︀
α𝐶3

12 + β𝐶
4
12 − ρ1𝐶3

12

)︀
ε3 = 0,(︀

α𝐶1
24 + β𝐶

1
23 − ρ1𝐶1

24

)︀
ε1+

(︀
α𝐶2

14 + β𝐶
2
13 − ρ1𝐶2

14

)︀
ε2+

+
(︀
α𝐶4

12 − β𝐶3
12 − ρ1𝐶4

12

)︀
ε3 = 0.

Решая систему уравнений (2.1) относительно структурных констант алгеб
ры Ли, а также накладывая условие выполнения тождества Якоби, получаем,
что данная метрическая алгебра Ли обязана быть Риччи плоской, что противо
речит виду тензора Риччи (2.8). Следовательно, не существует четырехмерных
метрических групп Ли с тривиальным тензором Схоутена–Вейля, оператор Рич
чи которых имеет тип Сегре {(11)11}.

Пусть оператор Риччи ρ имеет тип Сегре {211}. Тогда в метрической
алгебре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метрический тензор 𝑔 и
тензор Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 ε1ρ1 0 0

ε1ρ1 ε1 0 0

0 0 ε2α ε2β

0 0 ε2β −ε2α

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 ε1 0 0

ε1 0 0 0

0 0 ε2 0

0 0 0 −ε2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.9)
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где ρ1,α,β ∈ R, ε𝑖 = ±1, β ̸= 0. Система уравнений (2.1) в данном базисе имеет
следующий вид

𝐶2
12ε1 = 0,

𝐶3
34βε2 = 0, 𝐶4

34βε2 = 0,(︀
(ρ1 − α)𝐶2

13 + β𝐶
2
14

)︀
ε1 = 0,

(︀
(α− ρ1)𝐶2

14 + β𝐶
2
13

)︀
ε1 = 0,

𝐶2
34 (ρ1 − α) ε1 − βε2

(︀
𝐶3

13 − 𝐶4
14

)︀
= 0,(︀

(α− ρ1)𝐶3
12 + β𝐶

4
12

)︀
ε2 + 𝐶2

13ε1 = 0,(︀
(ρ1 − α)𝐶4

12 + β𝐶
3
12

)︀
ε2 + 𝐶2

14ε1 = 0,(︀
𝐶1

34 (ρ1 − α) + 𝐶2
34

)︀
ε1 − βε2

(︀
𝐶3

23 − 𝐶4
24

)︀
= 0,(︀(︀

3𝐶4
13 + 𝐶3

14

)︀
β− 2𝐶3

13 (ρ1 − α)
)︀
ε2 + β𝐶

2
34ε1 = 0,(︀(︀

𝐶4
13 + 3𝐶3

14

)︀
β+ 2𝐶4

14 (ρ1 − α)
)︀
ε2 + β𝐶

2
34ε1 = 0,(︀

2 (ρ1 − α)𝐶1
23 + 2β𝐶1

24 − 𝐶1
13 + 3𝐶2

23

)︀
ε1 − 𝐶3

12ε2 = 0,(︀
2 (ρ1 − α)𝐶1

24 − 2β𝐶1
23 − 𝐶1

14 + 3𝐶2
24

)︀
ε1 + 𝐶4

12ε2 = 0,(︀(︀
3𝐶4

23 + 𝐶3
24

)︀
β+ 2 (α− ρ1)𝐶3

23 − 2𝐶3
13

)︀
ε2 + β𝐶

1
34ε1 = 0,(︀(︀

𝐶4
23 + 3𝐶3

24

)︀
β+ 2 (ρ1 − α)𝐶4

24 + 2𝐶4
14

)︀
ε2 + β𝐶

1
34ε1 = 0,(︀(︀

𝐶3
14 − 𝐶4

13

)︀
α+

(︀
𝐶4

13 − 𝐶3
14

)︀
ρ1 + 2β𝐶4

14

)︀
ε2 + 𝐶2

34 (ρ1 − α) ε1 = 0,(︀(︀
𝐶3

14 − 𝐶4
13

)︀
α+

(︀
𝐶4

13 − 𝐶3
14

)︀
ρ1 + 2β𝐶3

13

)︀
ε2 − 𝐶2

34 (ρ1 − α) ε1 = 0,(︀(︀
𝐶1

13 + 𝐶2
23

)︀
ρ1 −

(︀
𝐶1

13 + 𝐶2
23

)︀
α+

(︀
𝐶1

14 + 𝐶2
24

)︀
β
)︀
ε1−

−
(︀
α𝐶3

12 + β𝐶
4
12 − ρ1𝐶3

12

)︀
ε2 = 0,(︀(︀

𝐶1
14 + 𝐶2

24

)︀
ρ1 −

(︀
𝐶1

14 + 𝐶2
24

)︀
α−

(︀
𝐶1

13 + 𝐶2
23

)︀
β
)︀
ε1+

+
(︀
α𝐶4

12 − β𝐶3
12 − ρ1𝐶4

12

)︀
ε2 = 0,(︀(︀

𝐶3
24 − 𝐶4

23

)︀
α+

(︀
𝐶4

23 − 𝐶3
24

)︀
ρ1+2β𝐶4

24 + 𝐶4
13 − 𝐶3

14

)︀
ε2−

−
(︀
α𝐶1

34 − ρ1𝐶1
34 − 𝐶2

34

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶3
24 − 𝐶4

23

)︀
α+

(︀
𝐶4

23 − 𝐶3
24

)︀
ρ1+2β𝐶3

23 + 𝐶4
13 − 𝐶3

14

)︀
ε2+

+
(︀
α𝐶1

34 − ρ1𝐶1
34 − 𝐶2

34

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶1
13 + 𝐶2

23

)︀
ρ1 −

(︀
𝐶1

13 + 𝐶2
23

)︀
α+

(︀
𝐶1

14 + 𝐶2
24

)︀
β+ 2𝐶2

13

)︀
ε1+

+
(︀
α𝐶3

12 + β𝐶
4
12 − ρ1𝐶3

12

)︀
ε2 = 0,(︀(︀

𝐶1
14 + 𝐶2

24

)︀
ρ1 −

(︀
𝐶1

14 + 𝐶2
24

)︀
α−

(︀
𝐶1

13 + 𝐶2
23

)︀
β+ 2𝐶2

14

)︀
ε1−

−
(︀
α𝐶4

12 − β𝐶3
12 − ρ1𝐶4

12

)︀
ε2 = 0.
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Решая систему уравнений (2.1) относительно структурных констант алгеб
ры Ли, а также накладывая условие выполнения тождества Якоби, получаем,
что данная метрическая алгебра Ли обязана быть Риччи плоской, что противо
речит виду тензора Риччи (2.9). Следовательно, не существует четырехмерных
метрических групп Ли с тривиальным тензором Схоутена–Вейля, оператор Рич
чи которых имеет тип Сегре {211}.

Пусть оператор Риччи ρ имеет тип Сегре {22}. Тогда в метрической алгеб
ре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метрический тензор 𝑔 и тензор
Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 ε1α ε1β

0 0 ε1β −ε1α
ε1α ε1β 0 0

ε1β −ε1α 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 ε1 0

0 0 0 −ε1
ε1 0 0 0

0 −ε1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.10)

где α,β ∈ R, ε1 = ±1, β ̸= 0. Система уравнений (2.1) в данном базисе имеет
следующий вид

𝐶3
12βε1 = 0, 𝐶4

12βε1 = 0,(︀
𝐶4

13 − 𝐶3
23 + 𝐶1

12 + 2𝐶3
14

)︀
βε1 = 0,(︀

𝐶2
12 + 𝐶4

14 − 𝐶3
24 − 2𝐶4

23

)︀
βε1 = 0,(︀(︀

𝐶2
12 + 𝐶3

13 − 𝐶4
23

)︀
β+ 𝐶3

12

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶1
12 + 𝐶3

14 − 𝐶4
24

)︀
β− 𝐶4

12

)︀
ε1 = 0,(︀

𝐶2
12 + 𝐶4

14 + 3𝐶3
24 + 2𝐶4

23

)︀
βε1 = 0,(︀

𝐶1
12 − 𝐶3

23 − 3𝐶4
13 − 2𝐶3

14

)︀
βε1 = 0,(︀

4β𝐶2
34 + 𝐶2

13 − 𝐶1
14 + 2𝐶1

23 + 3𝐶3
34

)︀
ε1 = 0,(︀

4β𝐶1
34 − 𝐶2

23 + 𝐶1
24 + 2𝐶2

14 − 3𝐶4
34

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶2
12 − 𝐶4

14 + 𝐶3
24 + 2𝐶3

13

)︀
β+ 2𝐶3

12

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶1
12 − 𝐶4

13 + 𝐶3
23 − 2𝐶4

24

)︀
β− 2𝐶4

12

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶2
12 + 𝐶3

24 + 3𝐶4
14 − 2𝐶3

13

)︀
β− 2𝐶3

12

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶1
12 − 𝐶4

13 − 3𝐶3
23 + 2𝐶4

24

)︀
β+ 2𝐶4

12

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶2
23 − 𝐶4

34 + 3𝐶1
24 + 2𝐶2

14

)︀
β− 4𝐶4

24

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶1
14 + 𝐶3

34 + 3𝐶2
13 + 2𝐶1

23

)︀
β+ 4𝐶3

13

)︀
ε1 = 0,(︀

2
(︀
𝐶1

13 − 𝐶2
14 − 𝐶4

34

)︀
β+ 𝐶1

12 − 𝐶4
13 − 𝐶3

23

)︀
ε1 = 0,
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(︀
2
(︀
𝐶1

23 − 𝐶2
24 − 𝐶3

34

)︀
β− 𝐶2

12 − 𝐶4
14 − 𝐶3

24

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶2
13 − 𝐶1

14 + 2𝐶2
24 + 𝐶3

34

)︀
β− 2𝐶4

23 + 2𝐶3
24

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶1
24 − 𝐶2

23 + 2𝐶1
13 − 𝐶4

34

)︀
β− 2𝐶4

13 + 2𝐶3
14

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶2
13 + 3𝐶1

14 − 2𝐶2
24 + 𝐶3

34

)︀
β+ 𝐶2

12 − 3𝐶4
14 + 𝐶3

24

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶4
34 − 3𝐶2

23 + 2𝐶1
13 − 𝐶1

24

)︀
β− 𝐶1

12 − 3𝐶3
23 + 𝐶4

13

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶2
13 − 𝐶1

14 + 2𝐶1
23 − 𝐶3

34

)︀
β− 𝐶2

12 − 𝐶4
14 − 2𝐶4

23 + 𝐶3
24

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶4
34 − 𝐶2

23 + 2𝐶2
14 + 𝐶1

24

)︀
β− 𝐶1

12 − 𝐶4
13 + 2𝐶3

14 + 𝐶3
23

)︀
ε1 = 0.

Решая систему уравнений (2.1) относительно структурных констант алгеб
ры Ли, а также накладывая условие выполнения тождества Якоби, получаем,
что данная метрическая алгебра Ли обязана быть Риччи плоской, что противо
речит виду тензора Риччи (2.10). Следовательно, не существует четырехмерных
метрических групп Ли с тривиальным тензором Схоутена–Вейля, оператор Рич
чи которых имеет тип Сегре {22}.

Пусть оператор Риччи ρ имеет тип Сегре {1111}. Тогда в метрической
алгебре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метрический тензор 𝑔 и
тензор Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1α1 ε1β1 0 0

ε1β1 −ε1α1 0 0

0 0 ε2α2 ε2β2

0 0 ε2β2 −ε2α2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 −ε1 0 0

0 0 ε2 0

0 0 0 −ε2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.11)

где α𝑖,β𝑖 ∈ R, ε𝑖 = ±1, β𝑖 ̸= 0, (α1 − α2)
2 + (β1 − β2)

2 ̸= 0. Система уравне
ний (2.1) в данном базисе имеет следующий вид

𝐶2
12β1ε1 = 0, 𝐶1

12β1ε1 = 0,

𝐶4
34β2ε2 = 0, 𝐶3

34β2ε2 = 0,(︀
(α1 − α2)𝐶

1
34 + β1𝐶

2
34

)︀
ε1 − ε2β2

(︀
𝐶3

13 − 𝐶4
14

)︀
= 0,(︀

(α2 − α1)𝐶
2
34 + β1𝐶

1
34

)︀
ε1 − ε2β2

(︀
𝐶3

23 − 𝐶4
24

)︀
= 0,(︀

(α2 − α1)𝐶
3
12 + β2𝐶

4
12

)︀
ε2 + β1ε1

(︀
𝐶1

13 − 𝐶2
23

)︀
= 0,(︀

(α1 − α2)𝐶
4
12 + β2𝐶

3
12

)︀
ε2 + β1ε1

(︀
𝐶1

14 − 𝐶2
24

)︀
= 0,(︀(︀

3𝐶2
13 + 𝐶1

23

)︀
β1 + 2 (α1 − α2)𝐶

1
13 + 2β2𝐶

1
14

)︀
ε1 − β1𝐶

3
12ε2 = 0,(︀(︀

3𝐶2
14 + 𝐶1

24

)︀
β1 + 2 (α1 − α2)𝐶

1
14 − 2β2𝐶

1
13

)︀
ε1 + β1𝐶

4
12ε2 = 0,(︀(︀

𝐶2
13 + 3𝐶1

23

)︀
β1 + 2 (α2 − α1)𝐶

2
23 − 2β2𝐶

2
24

)︀
ε1 − β1𝐶

3
12ε2 = 0,
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(︀(︀
𝐶2

14 + 3𝐶1
24

)︀
β1 + 2 (α2 − α1)𝐶

2
24 + 2β2𝐶

2
23

)︀
ε1 + β1𝐶

4
12ε2 = 0,(︀(︀

3𝐶4
13 + 𝐶3

14

)︀
β2 + 2 (α2 − α1)𝐶

3
13 + 2β1𝐶

3
23

)︀
ε2 + β2𝐶

1
34ε1 = 0,(︀(︀

3𝐶4
23 + 𝐶3

24

)︀
β2 + 2 (α2 − α1)𝐶

3
23 − 2β1𝐶

3
13

)︀
ε2 − β2𝐶

2
34ε1 = 0,(︀(︀

𝐶4
13 + 3𝐶3

14

)︀
β2 + 2 (α1 − α2)𝐶

4
14 − 2β1𝐶

4
24

)︀
ε2 + β2𝐶

1
34ε1 = 0,(︀(︀

𝐶4
23 + 3𝐶3

24

)︀
β2 + 2 (α1 − α2)𝐶

4
24 + 2β1𝐶

4
14

)︀
ε2 − β2𝐶

2
34ε1 = 0,(︀(︀

𝐶1
23 − 𝐶2

13

)︀
α1 +

(︀
𝐶2

13 − 𝐶1
23

)︀
α2+

(︀
𝐶1

24 − 𝐶2
14

)︀
β2 + 2β1𝐶

2
23

)︀
ε1+

+
(︀
α1𝐶

3
12 − α2𝐶

3
12 − β2𝐶

4
12

)︀
ε2 = 0,(︀(︀

𝐶1
24 − 𝐶2

14

)︀
α1 +

(︀
𝐶2

14 − 𝐶1
24

)︀
α2+

(︀
𝐶2

13 − 𝐶1
23

)︀
β2 + 2β1𝐶

2
24

)︀
ε1−

−
(︀
α1𝐶

4
12 − α2𝐶

4
12 + β2𝐶

3
12

)︀
ε2 = 0,(︀(︀

𝐶1
23 − 𝐶2

13

)︀
α1 +

(︀
𝐶2

13 − 𝐶1
23

)︀
α2+

(︀
𝐶1

24 − 𝐶2
14

)︀
β2 + 2β1𝐶

1
13

)︀
ε1−

−
(︀
α1𝐶

3
12 − α2𝐶

3
12 − β2𝐶

4
12

)︀
ε2 = 0,(︀(︀

𝐶1
24 − 𝐶2

14

)︀
α1 +

(︀
𝐶2

14 − 𝐶1
24

)︀
α2+

(︀
𝐶2

13 − 𝐶1
23

)︀
β2 + 2β1𝐶

1
14

)︀
ε1+

+
(︀
α1𝐶

4
12 − α2𝐶

4
12 + β2𝐶

3
12

)︀
ε2 = 0,(︀(︀

𝐶4
13 − 𝐶3

14

)︀
α1 +

(︀
𝐶3

14 − 𝐶4
13

)︀
α2+

(︀
𝐶3

24 − 𝐶4
23

)︀
β1 + 2β2𝐶

4
14

)︀
ε2+

+
(︀
α1𝐶

1
34 − α2𝐶

1
34 + β1𝐶

2
34

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶4
23 − 𝐶3

24

)︀
α1 +

(︀
𝐶3

24 − 𝐶4
23

)︀
α2+

(︀
𝐶4

13 − 𝐶3
14

)︀
β1 + 2β2𝐶

4
24

)︀
ε2−

−
(︀
α1𝐶

2
34 − α2𝐶

2
34 − β1𝐶

1
34

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶4
13 − 𝐶3

14

)︀
α1 +

(︀
𝐶3

14 − 𝐶4
13

)︀
α2+

(︀
𝐶3

24 − 𝐶4
23

)︀
β1 + 2β2𝐶

3
13

)︀
ε2−

−
(︀
α1𝐶

1
34 − α2𝐶

1
34 + β1𝐶

2
34

)︀
ε1 = 0,(︀(︀

𝐶4
23 − 𝐶3

24

)︀
α1 +

(︀
𝐶3

24 − 𝐶4
23

)︀
α2+

(︀
𝐶4

13 − 𝐶3
14

)︀
β1 + 2β2𝐶

3
23

)︀
ε2+

+
(︀
α1𝐶

2
34 − α2𝐶

2
34 − β1𝐶

1
34

)︀
ε1 = 0.

Решая систему уравнений (2.1) относительно структурных констант алгеб
ры Ли, а также накладывая условие выполнения тождества Якоби, получаем,
что данная метрическая алгебра Ли обязана быть Риччи плоской, что противо
речит виду тензора Риччи (2.11). Следовательно, не существует четырехмерных
метрических групп Ли с тривиальным тензором Схоутена–Вейля, оператор Рич
чи которых имеет тип Сегре {1111}.

Пусть оператор Риччи ρ имеет тип Сегре {(1111)}. Тогда в метрической
алгебре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метрический тензор 𝑔 и
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тензор Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1α ε1β 0 0

ε1β −ε1α 0 0

0 0 ε2α ε2β

0 0 ε2β −ε2α

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 −ε1 0 0

0 0 ε2 0

0 0 0 −ε2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.12)

где α,β ∈ R, ε𝑖 = ±1, β ̸= 0. Система уравнений (2.1) в данном базисе имеет
следующий вид

𝐶2
12βε1 = 0, 𝐶1

12βε1 = 0,

𝐶4
34βε2 = 0, 𝐶3

34βε2 = 0,(︀(︀
𝐶3

13 − 𝐶4
14

)︀
ε2 − 𝐶2

34ε1
)︀
β = 0,

(︀(︀
𝐶3

23 − 𝐶4
24

)︀
ε2 − 𝐶1

34ε1
)︀
β = 0,(︀(︀

𝐶1
13 − 𝐶2

23

)︀
ε1 + 𝐶4

12ε2
)︀
β = 0,

(︀(︀
𝐶1

14 − 𝐶2
24

)︀
ε1 + 𝐶3

12ε2
)︀
β = 0,(︀(︀

𝐶2
14 − 𝐶1

24 − 2𝐶2
23

)︀
ε1 + 𝐶4

12ε2
)︀
β = 0,(︀(︀

𝐶1
23 − 𝐶2

13 − 2𝐶2
24

)︀
ε1 + 𝐶3

12ε2
)︀
β = 0,(︀(︀

𝐶1
24 − 𝐶2

14 + 2𝐶1
13

)︀
ε1 + 𝐶4

12ε2
)︀
β = 0,(︀(︀

𝐶2
13 − 𝐶1

23 + 2𝐶1
14

)︀
ε1 + 𝐶3

12ε2
)︀
β = 0,(︀(︀

𝐶4
13 − 𝐶3

14 + 2𝐶4
24

)︀
ε2 + 𝐶1

34ε1
)︀
β = 0,(︀(︀

𝐶4
13 − 𝐶3

14 + 2𝐶3
23

)︀
ε2 − 𝐶1

34ε1
)︀
β = 0,(︀(︀

𝐶3
24 − 𝐶4

23 + 2𝐶3
13

)︀
ε2 − 𝐶2

34ε1
)︀
β = 0,(︀(︀

𝐶1
23 + 2𝐶1

14 + 3𝐶2
13

)︀
ε1 − 𝐶3

12ε2
)︀
β = 0,(︀(︀

𝐶1
24 − 2𝐶1

13 + 3𝐶2
14

)︀
ε1 + 𝐶4

12ε2
)︀
β = 0,(︀(︀

𝐶2
13 − 2𝐶2

24 + 3𝐶1
23

)︀
ε1 − 𝐶3

12ε2
)︀
β = 0,(︀(︀

𝐶2
14 + 2𝐶2

23 + 3𝐶1
24

)︀
ε1 + 𝐶4

12ε2
)︀
β = 0,(︀(︀

𝐶4
13 − 2𝐶4

24 + 3𝐶3
14

)︀
ε2 + 𝐶1

34ε1
)︀
β = 0,(︀(︀

𝐶4
23 + 2𝐶4

14 + 3𝐶3
24

)︀
ε2 − 𝐶2

34ε1
)︀
β = 0,(︀(︀

𝐶3
24 − 2𝐶3

13 + 3𝐶4
23

)︀
ε2 − 𝐶2

34ε1
)︀
β = 0,(︀

2𝐶4
14ε2 − 𝐶4

23ε2 + 𝐶3
24ε2 + 𝐶2

34ε1
)︀
β = 0,(︀

3𝐶4
13ε2 + 𝐶3

14ε2 + 2𝐶3
23ε2 + 𝐶1

34ε1
)︀
β = 0.

Решая систему уравнений (2.1) относительно структурных констант ал
гебры Ли, получаем, что данная метрическая группа Ли обязана иметь
параллельный тензор Риччи.
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Из теоремы 2.2 немедленно получаем

Следствие 2.3. Если четырехмерная группа Ли с левоинвариантной римано
вой метрикой имеет нулевой тензор Схоутена–Вейля, то метрика является
либо конформно плоской, либо Риччи параллельной.

Доказательство. Оператор Риччи четырехмерной группы Ли с левоинва
риантной римановой метрикой может иметь только тип Сегре {1111} и
соответствующие вырожденные типы, что противоречит теореме 2.2.

Теорема 2.4. Пусть (𝐺,𝑔) — четырехмерная метрическая группа Ли с нуле
вым тензором Схоутена–Вейля, метрика которой не является ни конформно
плоской, ни Риччи параллельной, оператор Риччи которой имеет тип Се
гре {1(12)}. Тогда метрическая алгебра Ли группы 𝐺 содержится в табл. 2.

Доказательство. Пусть оператор Риччи ρ имеет тип Сегре {1(12)}. Тогда
в метрической алгебре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метриче
ский тензор 𝑔 и тензор Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ2 0 0

0 0 0 ε3ρ2

0 0 ε3ρ2 ε3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 0 ε3

0 0 ε3 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где ρ1, ρ2 — неравные действительные числа, и ε𝑖 = ±1. Система уравне
ний (2.1) в данном базисе имеет следующий вид:

𝐶2
23ε2 = 0, 𝐶4

23ε3 = 0,

𝐶4
34ε3 = 0, 𝐶1

12ε1 (ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶1
13ε1 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶1

23ε1 (ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶2
12ε2 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶4

13ε3 (ρ1 − ρ2) = 0,(︀
(ρ1 − ρ2)𝐶1

14 − 𝐶1
13

)︀
ε1 = 0,(︀

3𝐶4
24 − 𝐶3

23

)︀
ε3 + 𝐶2

34ε2 = 0,

(ρ1 − ρ2)𝐶1
34ε1 − 𝐶4

13ε3 = 0,

(ρ1 − ρ2)
(︀(︀
𝐶3

13 + 𝐶4
14

)︀
ε3 − 𝐶1

34ε1
)︀
= 0,(︀

𝐶4
12ε3 + 𝐶2

13ε2 − 𝐶1
23ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀

𝐶4
12ε3 + 𝐶2

13ε2 + 𝐶1
23ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,
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(︀
2 (ρ2 − ρ1)𝐶3

14 − 𝐶3
13 + 3𝐶4

14

)︀
ε3 + 𝐶1

34ε1 = 0,(︀
2 (ρ1 − ρ2)𝐶1

24 − 𝐶1
23

)︀
ε1 − 𝐶4

12ε3 − 𝐶2
13ε2 = 0,(︀

ρ2𝐶
3
12 − ρ1𝐶3

12 + 2𝐶4
12

)︀
ε3 −

(︀
𝐶2

14ε2 + 𝐶1
24ε1

)︀
(ρ1 − ρ2) = 0,(︀(︀

𝐶3
13 + 𝐶4

14

)︀
ρ2 −

(︀
𝐶3

13 + 𝐶4
14

)︀
ρ1 + 2𝐶4

13

)︀
ε3 − (ρ1 − ρ2)𝐶1

34ε1 = 0,(︀
ρ1𝐶

1
24 − ρ2𝐶1

24 − 𝐶1
23

)︀
ε1+

(︀
ρ2𝐶

2
14 − ρ1𝐶2

14 − 𝐶2
13

)︀
ε2−

−
(︀
ρ1𝐶

3
12 − ρ2𝐶3

12 − 𝐶4
12

)︀
ε3 = 0.

Решая данную систему получим, что

[𝑒1,𝑒2] = 𝐶3
12𝑒3 +

1

2

(︀
ε3𝐶

2
14ε2 + 𝐶3

12

)︀
(ρ1 − ρ2) 𝑒4,

[𝑒1,𝑒3] = −1

2

(︀
ε2𝐶

3
12ε3 + 𝐶2

14

)︀
(ρ1 − ρ2) 𝑒2 −

1

2
𝐶3

14 (ρ1 − ρ2) 𝑒3,

[𝑒2,𝑒3] = 𝐶3
23𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] = 𝐶2
14𝑒2 + 𝐶3

14𝑒3 +
1

2
𝐶3

14 (ρ1 − ρ2) 𝑒4,

[𝑒2,𝑒4] = 𝐶2
24𝑒2 + 𝐶3

24𝑒3 + 𝐶4
24𝑒4,

[𝑒3,𝑒4] = ε2ε3
(︀
𝐶3

23 − 3𝐶4
24

)︀
𝑒2 + 𝐶3

34𝑒3.

Далее, накладывая условие выполнения тождества Якоби и отбрасывая кон
формно плоские и Риччи параллельные решения, получаем однопараметриче
скую метрическую алгебру Ли:

[𝑒2,𝑒3] = 3α1𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = − ε2

2α1
𝑒3 + α1𝑒4, α1 ̸= 0;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = ε2, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

Отметим, что заменой базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода вида⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 sign (α1) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
параметр α1 можно сделать положительным.

Теорема 2.5. Пусть (𝐺,𝑔) — четырехмерная метрическая группа Ли с нуле
вым тензором Схоутена–Вейля, метрика которой не является ни конформно
плоской, ни Риччи параллельной, оператор Риччи которой имеет тип Се
гре {(11)2}. Тогда метрическая алгебра Ли группы 𝐺 содержится в табл. 2.
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Доказательство. Пусть оператор Риччи ρ имеет тип Сегре {(11)2}. Тогда
в метрической алгебре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метриче
ский тензор 𝑔 и тензор Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ1 0 0

0 0 0 ε3ρ2

0 0 ε3ρ2 ε3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 0 ε3

0 0 ε3 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где ρ1, ρ2 — неравные действительные числа, и ε𝑖 = ±1. Система уравне
ний (2.1) в данном базисе имеет следующий вид:

𝐶4
34ε3 = 0, 𝐶1

13 (ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶2
23 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶4

12 (ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶4
13 (ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶4

23 (ρ1 − ρ2) = 0,

𝐶1
14 (ρ1 − ρ2)− 𝐶1

13 = 0, 𝐶2
24 (ρ1 − ρ2)− 𝐶2

23 = 0,

𝐶3
12 (ρ1 − ρ2)− 𝐶4

12 = 0, 𝐶1
34 (ρ1 − ρ2) ε1 − 𝐶4

13ε3 = 0,

𝐶2
34 (ρ1 − ρ2) ε2 − 𝐶4

23ε3 = 0, 𝐶4
12ε3 + 𝐶2

13ε2 + 𝐶1
23ε1 = 0,

𝐶4
12ε3 − 𝐶2

13ε2 − 𝐶1
23ε1 = 0,

(︀
𝐶3

13 + 𝐶4
14

)︀
ε3 − 𝐶1

34ε1 = 0(︀
𝐶3

23 + 𝐶4
24

)︀
ε3 − 𝐶2

34ε2 = 0,(︀
2 (ρ1 − ρ2)𝐶3

14 + 𝐶3
13 − 3𝐶4

14

)︀
ε3 − 𝐶1

34ε1 = 0,(︀
2 (ρ1 − ρ2)𝐶3

24 + 𝐶3
23 − 3𝐶4

24

)︀
ε3 − 𝐶2

34ε2 = 0,(︀(︀
𝐶3

13 + 𝐶4
14

)︀
ρ1 −

(︀
𝐶3

13 + 𝐶4
14

)︀
ρ2 − 2𝐶4

13

)︀
ε3 + 𝐶1

34 (ρ1 − ρ2) ε1 = 0,(︀(︀
𝐶3

23 + 𝐶4
24

)︀
ρ1 −

(︀
𝐶3

23 + 𝐶4
24

)︀
ρ2 − 2𝐶4

23

)︀
ε3 + 𝐶2

34 (ρ1 − ρ2) ε2 = 0,(︀
ρ1𝐶

1
24 − ρ2𝐶1

24 − 𝐶1
23

)︀
ε1+

(︀
ρ1𝐶

2
14 − ρ2𝐶2

14 − 𝐶2
13

)︀
ε2+

+
(︀
ρ1𝐶

3
12 − ρ2𝐶3

12 − 𝐶4
12

)︀
ε3 = 0,(︀

ρ1𝐶
1
24 − ρ2𝐶1

24 − 𝐶1
23

)︀
ε1+

(︀
ρ1𝐶

2
14 − ρ2𝐶2

14 − 𝐶2
13

)︀
ε2−

−
(︀
ρ1𝐶

3
12 − ρ2𝐶3

12 − 𝐶4
12

)︀
ε3 = 0.

Решая данную систему получим, что

[𝑒1,𝑒2] = 𝐶1
12𝑒1 + 𝐶2

12𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = −1

2
ρ1𝐶

3
14𝑒3,

[𝑒2,𝑒3] = −1

2
ρ1𝐶

3
24𝑒3, [𝑒1,𝑒4] = 𝐶3

14𝑒3 +
1

2
ρ1𝐶

3
14𝑒4,

[𝑒2,𝑒4] = 𝐶3
24𝑒3 +

1

2
ρ1𝐶

3
24𝑒4.
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Тождество Якоби и вид тензора Риччи в данной алгебре Ли накладывают сле
дующие ограничения:

𝐶1
12𝐶

3
14 + 𝐶2

12𝐶
3
24 = 0, ρ1 = −ε2

(︀
𝐶1

12

)︀2 − ε1 (︀𝐶2
12

)︀2
,

ρ1

(︁(︀
𝐶3

14

)︀2
ε1 +

(︀
𝐶3

24

)︀2
ε2

)︁
− 𝐶1

12𝐶
3
24ε2 + 𝐶2

12𝐶
3
14ε1 + 1 = 0,(︀

𝐶3
14

)︀2
+
(︀
𝐶3

24

)︀2 ̸= 0.

Рассмотрим замены базиса в данной алгебре Ли с матрицами следующего
вида

𝑀 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑓(φ) −ε1ε2ℎ(φ) 0 0

ℎ(φ) 𝑓(φ) 0 0

0 0 ±1 0

0 0 0 ±1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ , где

𝑓(φ) =

⎧⎨⎩cos(φ), ε2 = ε1,

ch(φ), ε2 = −ε1;
ℎ(φ) =

⎧⎨⎩sin(φ), ε2 = ε1,

sh(φ), ε2 = −ε1.

Такие замены базиса не изменяют метрический тензор и тензор Риччи. При пре
образовании базиса следующие структурные константы будут иметь вид(︀

𝐶3
14

)︀′
= 𝐶3

14𝑓(φ)− 𝐶3
24ℎ(φ),

(︀
𝐶3

24

)︀′
= 𝐶3

24𝑓(φ)− ε1ε2𝐶3
14ℎ(φ).

Т.к. случай 𝐶3
14 = ±𝐶3

24 ведет к противоречию с видом тензора Риччи, и с уче
том того, что 𝐶3

14 и 𝐶3
24 одновременно не зануляются, мы всегда можем выбрать

угол φ так, чтобы либо
(︀
𝐶3

14

)︀′
= 0, либо

(︀
𝐶3

24

)︀′
= 0. Таким образом, получим

два решения:

[𝑒1,𝑒2] =
δ1
√
5− ε2
2α1

𝑒1, [𝑒2,𝑒3] =
3ε2 − δ1

√
5

4α1
𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = α1𝑒3 +

δ1
√
5− 3ε2
4α1

𝑒4,

δ1 = ±1, α1 ̸= 0;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = ε2, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1;

и

[𝑒1,𝑒2] =
δ1
√
5 + ε1
2α1

𝑒2, [𝑒1,𝑒3] =
3ε1 + δ1

√
5

4α1
𝑒3, [𝑒1,𝑒4] = α1𝑒3 −

δ1
√
5 + 3ε1
4α1

𝑒4,

δ1 = ±1, α1 ̸= 0;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = ε2, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.
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Однако, замена базиса с 𝑔-ортогональной матрицей⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
переводит первое решение во второе. Кроме того, заменой базиса с 𝑔-ортого
нальной матрицей вида ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

sign (α1) 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
параметр α1 можно сделать положительным. Таким образом, решением явля
ется единственное однопараметрическое семейство метрических алгебр Ли.

Теорема 2.6. Пусть (𝐺,𝑔) — четырехмерная метрическая группа Ли с нуле
вым тензором Схоутена–Вейля, метрика которой не является ни конформно
плоской, ни Риччи параллельной, оператор Риччи которой имеет тип Се
гре {(112)}. Тогда метрическая алгебра Ли группы 𝐺 содержится в табл. 2.

Доказательство. Пусть оператор Риччи ρ имеет тип Сегре {(112)}. Тогда
в метрической алгебре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метриче
ский тензор 𝑔 и тензор Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ1 0 0

0 0 0 ε3ρ1

0 0 ε3ρ1 ε3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 0 ε3

0 0 ε3 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где ρ1 ∈ R, ε𝑖 = ±1. Система уравнений (2.1) в данном базисе имеет следующий
вид:

𝐶1
13ε1 = 0, 𝐶4

13ε3 = 0,

𝐶2
23ε2 = 0, 𝐶4

23ε3 = 0,

𝐶4
12ε3 = 0, 𝐶4

34ε3 = 0,

(3𝐶4
14 − 𝐶3

13)ε3 + 𝐶1
34ε1 = 0, (3𝐶4

24 − 𝐶3
23)ε3 + 𝐶2

34ε2 = 0,

𝐶4
12ε3 + 𝐶2

13ε2 + 𝐶1
23ε1 = 0, 𝐶4

12ε3 − 𝐶2
13ε2 − 𝐶1

23ε1 = 0.
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Решая данную систему получим, что

[𝑒1,𝑒2] = 𝐶1
12𝑒1 + 𝐶2

12𝑒2 + 𝐶3
12𝑒3,

[𝑒1,𝑒3] = 𝐶3
13𝑒3, [𝑒2,𝑒3] = 𝐶3

23𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] = 𝐶1
14𝑒1 + 𝐶2

14𝑒2 + 𝐶3
14𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] = 𝐶1
24𝑒1 + 𝐶2

24𝑒2 + 𝐶3
24𝑒3,

[𝑒3,𝑒4] = ε1ε3𝐶
3
13𝑒1 + ε2ε3𝐶

3
23𝑒2 + 𝐶3

34𝑒3,

Далее, накладывая условие выполнения тождества Якоби и отбрасывая
конформно плоские и Риччи параллельные решения, получаем следующие ре
шения:

(a)

[𝑒1,𝑒2] = −α1δ1𝑒1 + α1𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = α1𝑒3, [𝑒2,𝑒3] = δ1α1𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] = −α2δ1𝑒1 + α2𝑒2 + α3𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = −α4δ1𝑒1 + α4𝑒2 + α5𝑒3,

[𝑒3,𝑒4] = α1ε3ε1𝑒1 − δ1α1ε3ε1𝑒2−

− 4α1α3ε1ε3 − 4α1α5δ1ε1ε3 − 2α2α4δ1 + α
2
2 + α

2
4 + 2ε3

2(α2δ1 − α4)
𝑒3,

4α1α3ε1ε3 − 4α1α5δ1ε1ε3 − 2α2α4δ1 + α
2
2 + α

2
4 + 2ε3 ̸= 0,

α2δ1 − α4 ̸= 0,

4α1α2α3δ1ε3 − 4α1α4α5δ1ε3 + α
3
2δ1ε1 − α2α

2
4δ1ε1 − 4α1α2α5ε3+

+ 4α1α3α4ε3 − α2
2α4ε1 + 2α2δ1ε1ε3 + α

3
4ε1 + 2α4ε1ε3 ̸= 0,

δ1 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(b)

[𝑒1,𝑒2] = α1δ1𝑒2 + α1𝑒1 + α2𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] = −δ1(α
2
2ε1ε3 + 2α1α3 + 2ε1)

2α1
𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] = α3𝑒3, [𝑒3,𝑒4] =
ε1δ1(α

2
2ε3 + 2)

2α2
𝑒3,

α1 ̸= 0, α2 ̸= 0,

4α1α3ε3 + α
2
2ε1 + 2ε1ε3 ̸= 0, α2

2 + 2ε3 ̸= 0,
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δ1 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(c)

[𝑒1,𝑒4] = α1𝑒1 + α2𝑒2 + α3𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = α3δ1𝑒3 + α4𝑒1 + α5𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] =
α2
2ε1ε2 + α

2
4ε1ε2 + 2α2

1 + 2α2α4 + 2α2
5 + 2ε3

2(α1 + α5)
𝑒3,

α1 + α5 ̸= 0,

4α2
1α5ε1 + α1α

2
2ε2 − 2α1α2α4ε1 − 3α1α

2
4ε2 − 4α1α

2
5ε1 + 3α2

2α5ε2+

+2α2α4α5ε1 − α2
4α5ε2 − 2α1ε1ε3 + 2α5ε1ε3 ̸= 0,

2α2
1α2ε2 − 2α2

1α4ε1 − 4α1α2α5ε2 − 4α1α4α5ε1 + α
3
2ε1 + 3α2

2α4ε2+

+3α2α
2
4ε1 − 2α2α

2
5ε2 + α

3
4ε2 + 2α4α

2
5ε1 + 2α2ε2ε3 + 2α4ε1ε3 ̸= 0,

α2
2ε1ε2 + α

2
4ε1ε2 + 2α2

1 + 2α2α4 + 2α2
5 + 2ε3 ̸= 0,

δ1 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = ε2, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(d)

[𝑒1,𝑒4] = −1

2
δ2

√︁
−α2

1ε1ε2 − α2
3ε1ε2 − 2α1α3 − 2ε3𝑒1 + α1𝑒2 + α2𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] = α3𝑒1 +
1

2
δ2

√︁
−α2

1ε1ε2 − α2
3ε1ε2 − 2α1α3 − 2ε3𝑒2 + δ1α2𝑒3,

[𝑒3,𝑒4] = α4𝑒3,

ε2α
2
3 − ε2α2

1 − δ2
√︁
−α2

1ε1ε2 − α2
3ε1ε2 − 2α1α3 − 2ε3ε1α4 ̸= 0,

α4α1ε2 − α1δ2

√︁
−α2

1ε1ε2 − α2
3ε1ε2 − 2α1α3 − 2ε3ε2+

+ δ2

√︁
−α2

1ε1ε2 − α2
3ε1ε2 − 2α1α3 − 2ε3α3ε1 + α4α3ε1 ̸= 0,

α4 ̸= 0,

δ𝑖 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = ε2, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.
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Уменьшим количество параметров в полученных решениях. Если α1 ̸= 0,
то замена базиса с 𝑔-ортогональной матрицей⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 𝐴

0 1 0 𝐵

−𝐴ε1ε3 𝐵ε1ε3 1 −1
2ε1ε3(𝐴

2 −𝐵2)

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где

𝐵 = −2δ1ε1(α
4
2α5δ1ε3 − 2α3

2α3α4δ1ε3 − 6α2α3α
3
4δ1ε3 − α4

4α5δ1ε3−
−2α3

2α4α5ε3 + 6α2
2α3α

2
4ε3 + 2α2α

3
4α5ε3 + 2α3α

4
4ε3 − 2α2

2α5δ1−
−2α2

4α5δ1 + 4α2α4α5)/

/((α2δ1 − α4)(α
4
2 + 6α2

2α
2
4 + α

4
4 − 4α3

2α4δ1 − 4α2α
3
4δ1 − 4)),

𝐴 =
(α2δ1 − α4)(α

2
2ε1ε3 + 2α1α3)

(α2
2ε1ε3 − 2α2α4δ1ε1ε3 + α2

4ε1ε3 − 4α1α5δ1 + 4α1α3 + 2ε1)α1
,

зануляет параметры α2 и α3 в решении (a). Если же α1 = 0, то замена базиса
с 𝑔-ортогональной матрицей⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 𝐴

0 1 0 𝐵

−𝐴ε1ε3 𝐵ε1ε3 1 −1
2ε1ε3(𝐴

2 −𝐵2)

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где

𝐵 = −2ε1(6α
2
2α3α

2
4δ1ε3 − 2α3

2α4α5δ1ε3 + 2α2α
3
4α5δ1ε3 + 2α3α

4
4δ1ε3 + α

4
2α5ε3−

−2α3
2α3α4ε3 − 6α2α3α

3
4ε3 − α4

4α5ε3 + 4α2α4α5δ1 − 2α2
2α5 − 2α2

4α5)/

/((α2δ1 − α4)(α
4
2 + 6α2

2α
2
4 + α

4
4 − 4α3

2α4δ1 − 4α2α
3
4δ1 − 4)),

𝐴 = −2ε1(α
3
2α3δ1ε3 + 4α2

2α4α5δ1ε3 − α2α3α
2
4δ1ε3 − 2α3

2α5ε3 − α2
2α3α4ε3−

−2α2α
2
4α5ε3 + α3α

3
4ε3 + 2α2α3δ1 − 2α3α4)/

/(α4
2 + 6α2

2α
2
4 + α

4
4 − 4α3

2α4δ1 − 4α2α
3
4δ1 − 4),

обнулит параметры α3 и α5. Заметим, что все знаменатели не равны нулю в силу
ограничений на структурные константы, которые приведены выше.

Для решения (b) выполним замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ch(φ) sh(φ) 0 0

sh(φ) ch(φ) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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где φ = 1
2 ln
(︁
α2
2δ1ε1ε3+2α1α3δ1−2α1α3+2δ1ε1
α2
2δ1ε1ε3+2α1α3δ1+2α1α3+2δ1ε1

)︁
; либо с 𝑔-ортогональной матрицей⎛⎜⎜⎜⎜⎝

sh(φ) ch(φ) 0 0

ch(φ) sh(φ) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
гдеφ = 1

2 ln
(︁
−α2

2δ1ε1ε3+2α1α3δ1−2α1α3+2δ1ε1
α2
2δ1ε1ε3+2α1α3δ1+2α1α3+2δ1ε1

)︁
. Данные замены занулят параметр α3.

Заметим, что одна из данных замен всегда возможна из-за ограничений
на структурные константы, которые приведены выше.

Для решения (c), если ε2 = ε1, выполним замену базиса с 𝑔-ортогональной
матрицей ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

cos(φ) sin(φ) 0 0

sin(φ) − cos(φ) 0 𝐵

− sin(φ)𝐵ε1ε3 cos(φ)𝐵ε1ε3 1 −1
2𝐵

2ε1ε3

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где

𝐵 = − α3ε3ε1(sin(φ)δ1 + cos(φ))

cos2(φ)α4 + cos2(φ)α2 + sin(φ) cos(φ)α5 − sin(φ) cos(φ)α1 − α4
,

φ = − arctan((2α1α2δ1 + 2α2α5δ1 + 2α2
1 − 2α1α5 + α

2
2 + 2α2α4 + α

2
4 + 2ε3)/

/(α2
2δ1 − 2α1α5δ1 + 2α2α4δ1 + α

2
4δ1 + 2α2

5δ1 + 2α1α4 + 2α4α5 + 2δ1ε3));

если ε2 = −ε1, то используем 𝑔-ортогональную матрицу⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ch(φ) sh(φ) 0 0

sh(φ) ch(φ) 0 𝐵

sh(φ)𝐵ε1ε3 ch(φ)𝐵ε1ε3 1 1
2𝐵

2ε1ε3

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где

𝐵 =
α3ε3ε1(ch(φ)− sh(φ)δ1)

ch2(φ)α4 − ch2(φ)α2 + sh(φ) ch(φ)α5 − sh(φ) ch(φ)α1 − α4

,

φ =
1

2
ln((2α1α2δ1 − 2α1α5δ1 − α2

2δ1 + 2α2α4δ1 + 2α2α5δ1 − α2
4δ1 + 2α2

5δ1+

+2α2
1 + 2α1α4 − 2α1α5 − α2

2 + 2α2α4 − α2
4 + 2α4α5 + 2δ1ε3 + 2ε3)/

/(−2α1α2δ1 − 2α1α5δ1 − α2
2δ1 + 2α2α4δ1 − 2α2α5δ1 − α2

4δ1 + 2α2
5δ1−

−2α2
1 + 2α1α4 + 2α1α5 + α

2
2 − 2α2α4 + α

2
4 + 2α4α5 + 2δ1ε3 − 2ε3));
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или ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
sh(φ) ch(φ) 0 0

ch(φ) sh(φ) 0 𝐵

ch(φ)𝐵ε1ε3 sh(φ)𝐵ε1ε3 1 1
2𝐵

2ε1ε3

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где

𝐵 =
α3ε3ε1(sh(φ)− ch(φ)δ1)

α5 ch(φ) sh(φ)− α1 sh(φ) ch(φ)− α2 ch
2(φ) + ch2(φ)α4 + α2

,

φ =
1

2
ln(−(2α1α2δ1 − 2α1α5δ1 − α2

2δ1 + 2α2α4δ1 + 2α2α5δ1 − α2
4δ1 + 2α2

5δ1+

+2α2
1 + 2α1α4 − 2α1α5 − α2

2 + 2α2α4 − α2
4 + 2α4α5 + 2δ1ε3 + 2ε3)/

/(−2α1α2δ1 − 2α1α5δ1 − α2
2δ1 + 2α2α4δ1 − 2α2α5δ1 − α2

4δ1 + 2α2
5δ1−

−2α2
1 + 2α1α4 + 2α1α5 + α

2
2 − 2α2α4 + α

2
4 + 2α4α5 + 2δ1ε3 − 2ε3)).

Вышеприведенные замены обнулят параметр α3. Но они невозможны в следу
ющих случаях: ε2 = −ε1 и α9 = −α7; либо ε2 = −ε1 и α8 = −2α2

7−2α2
9+ε3

2α6
,

где α1 = (α6 + α7)δ1, α5 = (α6 − α7)δ1, α2 = α8 + α9, α4 = α8 − α9.
Для решения (d) выполним замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей

перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 𝐴

0 1 0 𝐵

−𝐴ε1δ2ε3 −𝐵ε2δ2ε3 δ2 −1
2(𝐴

2ε1 +𝐵2ε2)δ2ε3

0 0 0 δ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где

𝐵 = −
2α2ε1ε2

(︁√︀
−α2

1ε1ε2 − α2
3ε1ε2 − 2α1α3 − 2ε3δ1δ2 + 2α4δ1 + 2α3

)︁
α2
1ε2ε3 − 2α1α3ε1ε3 + α2

3ε2ε3 + 4α2
4ε1ε3 + 2ε1

,

𝐴 =
2α2(δ2

√︀
−α2

1ε1ε2 − α2
3ε1ε2 − 2α1α3 − 2ε3 − 2δ1α1 − 2α4)

α2
1ε2ε3 − 2α1α3ε1ε3 + α2

3ε2ε3 + 4α2
4ε1ε3 + 2ε1

,

что обнулит параметр α2, а параметр δ2 сделает равным единице.
Таким образом получим следующие метрические алгебры Ли

(a.1)

[𝑒1,𝑒2] = −α1δ1𝑒1 + α1𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = α1𝑒3, [𝑒2,𝑒3] = δ1α1𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] = −α4δ1𝑒1 + α4𝑒2 + α5𝑒3,

[𝑒3,𝑒4] = α1ε3ε1𝑒1 − δ1α1ε3ε1𝑒2 −
4α1α5δ1ε1ε3 − α2

4 − 2ε3
2α4

𝑒3,
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α1 ̸= 0, α4 ̸= 0,

α2
4ε3 − 4α1α5δ1ε1 + 2 ̸= 0,

δ1 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(a.2)

[𝑒1,𝑒4] = −α2δ1𝑒1 + α2𝑒2,

[𝑒2,𝑒4] = −α4δ1𝑒1 + α4𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] = −α
2
2 − 2α2α4δ1 + α

2
4 + 2ε3

2(α2δ1 − α4)
𝑒3,

α2δ1 − α4 ̸= 0,

(α2 − α4)(α2 + α4)(α2δ1 − α4) + 2ε3(α2δ1 + α4) ̸= 0,

(α2 − α4δ1+)2 + 2ε3 ̸= 0,

δ1 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(b)

[𝑒1,𝑒2] = α1δ1𝑒2 + α1𝑒1 + α2𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] = −ε1δ1(α
2
2ε3 + 2)

2α1
𝑒3,

[𝑒3,𝑒4] =
ε1δ1(α

2
2ε3 + 2)

2α2
𝑒3,

α1 ̸= 0, α2 ̸= 0, α2
2 + 2ε3 ̸= 0,

δ1 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(c.1)

[𝑒1,𝑒4] = (α6δ1 + α7δ1)𝑒1 + (α8 + α9)𝑒2,

[𝑒2,𝑒4] = (α9ε1ε2 − α8ε1ε2)𝑒1 + (α6δ1 − α7δ1)𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] =
δ1(2α

2
9ε1ε2 + 2α2

6 + 2α2
7 + ε3)

2α6
𝑒3,

α6 ̸= 0,

2α2
6α7ε1 + 4α6α8α9ε2 − 2α3

7ε1 − 2α7α
2
9ε2 − α7ε1ε3 ̸= 0,
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2α2
6α9ε2 − 4α6α7α8ε2 − 2α2

7α9ε2 − 2α3
9ε1 − α9ε2ε3 ̸= 0,

2α2
9ε1ε2ε3 + 2α2

6ε3 + 2α2
7ε3 + 1 ̸= 0,

δ1 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = ε2, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(c.2)

[𝑒1,𝑒4] = (α6δ1 + α7δ1)𝑒1 + (α8 − α7)𝑒2 + α3𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] = (α8 + α7)𝑒1 + (α6δ1 − α7δ1)𝑒2 + δ1α3𝑒3,

[𝑒3,𝑒4] =
δ1(2α

2
6 + ε3)

2α6
𝑒3,

α6 ̸= 0, α7 ̸= 0,

2α2
6 + 4α6α8 − ε3 ̸= 0, 2α2

6ε3 + 1 ̸= 0,

δ1 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(c.3)

[𝑒1,𝑒4] = (α6δ1 + α7δ1)𝑒1 +
2α6α9 − 2α2

7 + 2α2
9 − ε3

2α6
𝑒2 + α3𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] = −2α6α9 + 2α2
7 − 2α2

9 + ε3
2α6

𝑒1 + (α6δ1 − α7δ1)𝑒2 + δ1α3𝑒3,

[𝑒3,𝑒4] =
δ1(2α

2
6 + 2α2

7 − 2α2
9 + ε3)

2α6
𝑒3,

α6 ̸= 0,

2α2
6α7 − 2α3

7 + 4α2
7α9 + 2α7α

2
9 − 4α3

9 − α7ε3 + 2α9ε3 ̸= 0,

2α2
6α9 + 4α3

7 − 2α2
7α9 − 4α7α

2
9 + 2α3

9 + 2α7ε3 − α9ε3 ̸= 0,

2α2
6ε3 + 2α2

7ε3 − 2α2
9ε3 + 1 ̸= 0,

δ1 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(d.1)

[𝑒1,𝑒4] = −1

2

√︁
−α2

1ε1ε2 − α2
3ε1ε2 − 2α1α3 − 2ε3𝑒1 + α1𝑒2,

[𝑒2,𝑒4] = α3𝑒1 +
1

2

√︁
−α2

1ε1ε2 − α2
3ε1ε2 − 2α1α3 − 2ε3𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] = α4𝑒3,
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−α2
1ε1ε2 − α2

3ε1ε2 − 2α1α3 − 2ε3 ⩾ 0,

ε1α
2
1 +

√︁
−α2

1ε1ε2 − α2
3ε1ε2 − 2α1α3 − 2ε3α4ε2 − ε1α2

3 ̸= 0,

α4α1ε2 − α1

√︁
−α2

1ε1ε2 − α2
3ε1ε2 − 2α1α3 − 2ε3ε2+

+
√︁
−α2

1ε1ε2 − α2
3ε1ε2 − 2α1α3 − 2ε3α3ε1 + α4α3ε1 ̸= 0,

α4 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = ε2, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(d.2)

[𝑒1,𝑒4] = −1

2
δ2

√︁
−4α2

5ε1ε2 − 2ε3𝑒1 + (α5ε2 + α6ε2)𝑒2 + α2𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] = (α5ε1 − α6ε1)𝑒1 +
1

2
δ2

√︁
−4α2

5ε1ε2 − 2ε3𝑒2 + δ1α2𝑒3,

[𝑒3,𝑒4] =
1

2
δ3

√︁
−4α2

6ε1ε2 − 2ε3𝑒3,

−4α2
5ε1ε2 − 2ε3 ⩾ 0, −4α2

6ε1ε2 − 2ε3 > 0,

δ2δ3

√︁
−4α2

5ε1ε2 − 2ε3

√︁
−4α2

6ε1ε2 − 2ε3ε2 + 8α5α6ε1 ̸= 0,

δ3

√︁
−4α2

6ε1ε2 − 2ε3α5 − 2δ2

√︁
−4α2

5ε1ε2 − 2ε3α6 ̸= 0,

δ𝑖 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = ε2, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

Для решения (a.1) сделаем замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей⎛⎜⎜⎜⎜⎝
sign(α1) 0 0 0

0 δ1 sign(α1) 0 0

0 0 sign(α4) 0

0 0 0 sign(α4)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр δ1 равным единице, а параметры α1 и α4 положительны
ми.

Для решения (a.2) сделаем замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ch(φ) δ1 sh(φ) 0 0

sh(φ) δ1 ch(φ) 0 0

0 0 δ1 sign
(︁
α2
4−α2

2

α4δ1+α2

)︁
0

0 0 0 δ1 sign
(︁
α2
4−α2

2

α4δ1+α2

)︁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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где φ = 1
2 ln
(︁
α4δ1+α2

α4δ1−α2

)︁
; либо с матрицей⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

sh(φ) δ1 ch(φ) 0 0

ch(φ) δ1 sh(φ) 0 0

0 0 δ1 sign
(︁
α2
4−α2

2

α4δ1+α2

)︁
0

0 0 0 δ1 sign
(︁
α2
4−α2

2

α4δ1+α2

)︁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
где φ = 1

2 ln
(︁
−α4δ1+α2

α4δ1−α2

)︁
. После одной из этих замен параметр δ1 будет

равным единице, параметр α2 занулится, а параметр α4 станет положитель
ным. Заметим, что одна из данных замен всегда возможна из-за ограничений
на структурные константы, которые приведены выше.

Для решения (b) сделаем замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей⎛⎜⎜⎜⎜⎝
δ1 sign(α1) 0 0 0

0 sign(α1) 0 0

0 0 δ1 sign(α2) 0

0 0 0 sign(α2)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр δ1 равным единице, а параметры α1 и α2 положительны
ми.

Для решения (c.1), если ε2 = ε1, выполним замену базиса с 𝑔-ортогональ
ной матрицей ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

cos(φ) sin(φ) 0 0

− sin(φ) cos(φ) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где φ = 1

2 arctan
(︁
α9

δ1α7

)︁
, что обратит параметр α9 в ноль; если ε2 = −ε1, то

используем 𝑔-ортогональную матрицу⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ch(φ) sh(φ) 0 0

sh(φ) ch(φ) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где либо φ = 1

4 ln
(︁
−α7δ1−α9

α7δ1+α9

)︁
, и тогда параметр α7 будет равен нулю; либо

φ = 1
4 ln
(︁
α7δ1−α9

α7δ1+α9

)︁
, и тогда параметр α9 будет равен нулю. Если же α7 ± α9 = 0,

то после замены базиса с φ = ±1
2 ln (|α7|), параметр α7 становится равным ±1.
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Для решения (c.2), выполним замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ch(φ) δ1 sh(φ) 0 −2δ1α3(sh(φ)−ch(φ))α6ε1

2α6α8ε3−1

sh(φ) δ1 ch(φ) 0 2δ1α3(sh(φ)−ch(φ))α6ε1
2α6α8ε3−1

2ε3δ1α3α6

1−2α6α8ε3

2ε3α3α6

1−2α6α8ε3
1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где φ = 1

2 ln (|α7|), что сделает параметр α3 равным нулю, параметр α7 рав
ным ±1, а параметр δ1 равным единице.

Для решения (c.3), выполним замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 α3ε3ε1δ1

α7−α9

0 δ1 0 α3ε3ε1δ1
α7−α9

− δ1α3

α7−α9

α3

α7−α9
1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр α3 равным нулю, а параметр δ1 равным единице.

Для решения (d.1), если ε2 = ε1, выполним замену базиса с 𝑔-ортогональ
ной матрицей ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

cos(φ) − sin(φ) 0 0

sin(φ) cos(φ) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где φ = 1

2 arctan

(︂
2α5√

−4α2
5−2ε3

)︂
, что обратит параметр α5 в ноль; если ε2 = −ε1,

то используем 𝑔-ортогональную матрицу⎛⎜⎜⎜⎜⎝
sh(φ) ch(φ) 0 0

ch(φ) sh(φ) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где φ = 1

2 ln

(︂
− ±2+

√
2√

4α2
5−2−2α5

)︂
, если ε3 = 1; либо φ = 1

2 ln

(︂
±2+

√
6√

4α2
5+2−2α5

)︂
, если

ε3 = −1. После данной замены параметр α5 становится равным ±1.
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Для решения (d.2), если ε2 = ε1, выполним замену базиса с 𝑔-ортогональ
ной матрицей⎛⎜⎜⎜⎜⎝

cos(φ) −δ3 sin(φ) 0 0

sin(φ) δ3 cos(φ) 0 𝐵

− sin(φ)𝐵ε1ε3δ3 − cos(φ)𝐵ε1ε3 δ3 −1
2𝐵

2ε1ε3δ3

0 0 0 δ3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где

𝐵 = 2α2ε3(sin(φ)δ3δ1 + cos(φ)δ3δ1 − cos(φ) + sin(φ))/

/(2 sin(φ) cos(φ)
√︁
−4α2

5 − 2ε3ε1δ2 + 4 sin(φ) cos(φ)δ3α5 − 4 cos2(φ)δ3α5+

+2 cos2(φ)
√︁

−4α2
5 − 2ε3ε1δ2 − 2δ3α6 + 2δ3α5−

−
√︁
−4α2

5 − 2ε3ε1δ2 −
√︁
−4α2

6 − 2ε3ε1δ3),

φ = arctan

(︃
−

√︀
−4α2

5 − 2ε3ε1δ2 −
√︀
−4α2

6 − 2ε3ε1δ3 − 2α5δ1 − 2α6δ1√︀
−4α2

5 − 2ε3δ1δ2δ3ε1 +
√︀
−4α2

6 − 2ε3δ1ε1 + 2α5δ3 − 2α6δ3

)︃
;

если ε2 = −ε1, то используем 𝑔-ортогональную матрицу⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ch(φ) δ1 sh(φ) 0 0

δ1δ3 sh(φ) δ3 ch(φ) 0 𝐵

δ1 sh(φ)𝐵ε1ε3 ch(φ)𝐵ε1ε3 δ3
1
2𝐵

2ε1ε3δ3

0 0 0 δ3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где

𝐵 = 2α2ε3(sh(φ)δ1 − sh(φ)δ3 − ch(φ)δ1 + δ3 ch(φ))/

/(2
√︁

4α2
5 − 2ε3 ch(φ) sh(φ)ε1δ1δ2 + 2

√︁
4α2

5 − 2ε3 ch
2(φ)ε1δ2δ3+

+4 ch(φ) sh(φ)δ1α5δ3−ε1δ2
√︁
4α2

5 − 2ε3δ3 + 4 ch2(φ)α5−

−
√︁

4α2
6 − 2ε3ε1 − 2α5 + 2α6),

φ =
1

2
ln

(︃√︀
4α2

6 − 2ε3ε1δ3 − 2α6δ1

ε1δ2
√︀
4α2

5 − 2ε3 + 2α5δ1

)︃
;

либо ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
sh(φ) δ1 ch(φ) 0 0

−δ3δ1 ch(φ) −δ3 sh(φ) 0 𝐵

− ch(φ)𝐵ε1ε3/δ1 − sh(φ)𝐵ε1ε3 δ3
1
2𝐵

2ε1ε3δ3

0 0 0 δ3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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где

𝐵 = −2α2ε3(δ1 ch(φ) + δ3 ch(φ)− sh(φ)δ1 − sh(φ)δ3)/

/(2 ch(φ)2
√︁

4α2
5 − 2ε3ε1δ2δ1 − 2 sh(φ) ch(φ)

√︁
4α2

5 − 2ε3ε1δ3δ2−

−4 ch2(φ)δ3α5δ1 −
√︁
4α2

5 − 2ε3ε1δ2δ1 +
√︁
4α2

6 − 2ε3ε1δ3δ1+

+ 4 sh(φ) ch(φ)α5 + 2δ3α5δ1 + 2δ3α6δ1),

φ =
1

2
ln

(︃
−
√︀
4α2

6 − 2ε3ε1δ3 − 2α6δ1

ε1δ2
√︀
4α2

5 − 2ε3 + 2α5δ1

)︃
.

Вышеприведенные замены обратят параметр α2 в ноль, а параметр δ3 сделают
равным единице.

Таким образом получим следующие метрические алгебры Ли
(a.1)

[𝑒1,𝑒2] = −α1𝑒1 + α1𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = α1𝑒3, [𝑒2,𝑒3] = α1𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] = −α4𝑒1 + α4𝑒2 + α5𝑒3,

[𝑒3,𝑒4] = α1ε1ε3𝑒1 − α1ε1ε3𝑒2 −
4α1α5ε1ε3 − α2

4 − 2ε3
2α4

𝑒3,

α1 > 0, α4 > 0,

α2
4ε1 − 4α1α5ε3 + 2ε1ε3 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(a.2)

[𝑒2,𝑒4] = −α4𝑒1 + α4𝑒2, [𝑒3,𝑒4] =
α2
4 + 2ε3
2α4

𝑒3,

α4 > 0, α2
4 + 2ε3 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(b)

[𝑒1,𝑒2] = α1𝑒1 + α1𝑒2 + α2𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] = −ε1(α
2
2ε3 + 2)

2α1
𝑒3, [𝑒3,𝑒4] =

ε1(α
2
2ε3 + 2)

2α2
𝑒3,

α1 > 0, α2 > 0, α2
2 + 2ε3 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.
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(c.1.1)

[𝑒1,𝑒4] = (α6δ1 + α7δ1)𝑒1 + α8𝑒2,

[𝑒2,𝑒4] = −α8ε1ε2𝑒1 + (α6δ1 − α7δ1)𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] =
δ1(2α

2
6 + 2α2

7 + ε3)

2α6
𝑒3,

α6 ̸= 0, α7 ̸= 0, α8 ̸= 0,

2α2
6ε3 + 2α2

7ε3 + 1 ̸= 0, 2α2
6 − 2α2

7 − ε3 ̸= 0,

δ1 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = ε2, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(c.1.2)

[𝑒1,𝑒4] = α6δ1𝑒1 + (α8 + α9)𝑒2,

[𝑒2,𝑒4] = (α8 − α9)𝑒1 + α6δ1𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] =
δ1(2α

2
6 − 2α2

9 + ε3)

2α6
𝑒3,

α6 ̸= 0, α8 ̸= 0, α9 ̸= 0,

2α2
6ε3 − 2α2

9ε3 + 1 ̸= 0, 2α2
6 + 2α2

9 − ε3 ̸= 0,

δ1 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(c.1.3)

[𝑒1,𝑒4] = (α6δ1 + δ1δ2)𝑒1 + (α8 + δ3)𝑒2,

[𝑒2,𝑒4] = (−α8 + δ3)𝑒1 + (α6δ1 − δ1δ2)𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] =
δ1(2α

2
6 + ε3 + 4)

2α6
𝑒3,

α6 ̸= 0, 2α2
6ε3 + 4ε3 + 1 ̸= 0,

2α2
6δ2 + 4α6α8δ3 − δ2ε3 − 4δ2 ̸= 0,

2α2
6δ3 − 4α6α8δ2 − δ3ε3 − 4δ3 ̸= 0,

δ𝑖 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(c.2.1)

[𝑒1,𝑒4] = (α6 + δ2)𝑒1 + (α8 − δ2)𝑒2,
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[𝑒2,𝑒4] = (α8 + δ2)𝑒1 + (α6 − δ2)𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] =
2α2

6 + ε3
2α6

𝑒3,

α6 ̸= 0, 2α2
6ε3 + 1 ̸= 0, 2α2

6 + 4α6α8 − ε3 ̸= 0,

δ2 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(c.2.2)

[𝑒1,𝑒4] = (α6δ1 + α7δ1)𝑒1 −
2α6α7 − ε3

2α6
𝑒2 + α3𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] =
2α6α7 + ε3

α6
𝑒1 + (α6δ1 − α7δ1)𝑒2 + δ1α3𝑒3,

[𝑒3,𝑒4] =
δ1(2α

2
6 + ε3)

2α6
𝑒3,

α6 ̸= 0, α7 ̸= 0, 2α2
6ε3 + 1 ̸= 0,

δ1 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(c.3.1)

[𝑒1,𝑒4] = (α6 + α7)𝑒1 +
2α6α9 − 2α2

7 + 2α2
9 − ε3

2α6
𝑒2,

[𝑒2,𝑒4] = −2α6α9 + 2α2
7 − 2α2

9 + ε3
2α6

𝑒1 + (α6 − α7)𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] =
2α2

6 + 2α2
7 − 2α2

9 + ε3
2α6

𝑒3,

α6 ̸= 0,

2α2
6ε3 + 2α2

7ε3 − 2α2
9ε3 + 1 ̸= 0,

2α2
6α7 − 2α3

7 + 4α2
7α9 + 2α7α

2
9 − 4α3

9 − α7ε3 + 2α9ε3 ̸= 0,

2α2
6α9 + 4α3

7 − 2α2
7α9 − 4α7α

2
9 + 2α3

9 + 2α7ε3 − α9ε3 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(c.3.2)

[𝑒1,𝑒4] = (α6δ1 + α7δ1)𝑒1 +
2α6α7 − ε3

2α6
𝑒2 + α3𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] = −2α6α7 + ε3
2α6

𝑒1 + (α6δ1 − α7δ1)𝑒2 + δ1α3𝑒3,
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[𝑒3,𝑒4] =
δ1(2α

2
6 + ε3)

2α6
𝑒3,

α6 ̸= 0, α7 ̸= 0, 2α2
6ε3 + 1 ̸= 0,

δ1 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(d.1.1)

[𝑒1,𝑒4] = −
√
2

2
𝑒1 + α6𝑒2,

[𝑒2,𝑒4] = −α6𝑒1 +

√
2

2
𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] = α4𝑒3,

α4 ̸= 0, α6 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = −1, ε𝑖 = ±1.

(d.1.2)

[𝑒1,𝑒4] = −
√
4− 2ε3
2

𝑒1 + (δ3 + α6)𝑒2,

[𝑒2,𝑒4] = (α6 − δ3)𝑒1 +
√
4− 2ε3
2

𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] = α4𝑒3,

α4 ̸= 0,
√
4− 2ε3α4 − 4δ3α6 ̸= 0,

√
4− 2ε3α6 − α4δ3 ̸= 0,

δ3 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(d.2)

[𝑒1,𝑒4] = −δ2
√︀

−4α2
5ε1ε2 − 2ε3
2

𝑒1 + (α5ε2 + α6ε2)𝑒2,

[𝑒2,𝑒4] = (α5ε1 − α6ε1)𝑒1 +
δ2
√︀

−4α2
5ε1ε2 − 2ε3
2

𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] =

√︀
−4α2

6ε1ε2 − 2ε3
2

𝑒3,

−4α2
6ε1ε2 − 2ε3 > 0, −4α2

5ε1ε2 − 2ε3 ⩾ 0,

8ε2α5α6 + δ2ε1

√︁
−4α2

5ε1ε2 − 2ε3

√︁
−4α2

6ε1ε2 − 2ε3 ̸= 0,

2δ2

√︁
−4α2

5ε1ε2 − 2ε3α6 −
√︁
−4α2

6ε1ε2 − 2ε3α5 ̸= 0,
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δ2 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = ε2, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

Для решения (a.1), выполним замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α2
1+1
2α1

α2
1−1
2α1

0 𝐴
α2
1−1
2α1

α2
1+1
2α1

0 𝐵

−ε1ε3(𝐴α
2
1−𝐵α2

1+𝐴+𝐵)
2α1

−ε1ε3(𝐴α
2
1−𝐵α2

1−𝐴−𝐵)
2α1

1 −ε1ε3(𝐴
2−𝐵2)
2

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где

𝐴 = −α4(4α
5
1α5ε1ε3 − α4

1α
2
4 − 4α3

1α5ε1ε3 + 2α2
1α

2
4 − α2

4)

4α4
1(4α1α5ε1ε3 − α2

4 − 2ε3)
,

𝐵 = −α4(4α
5
1α5ε1ε3 − α4

1α
2
4 − 4α3

1α5ε1ε3 − 4α4
1ε3 + 4α2

1ε3 + α
2
4)

4α4
1(4α1α5ε1ε3 − α2

4 − 2ε3)
,

что сделает параметр α1 равным единице.
Замена базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝

ch
(︀
1
2 ln
(︀
1
2α4

)︀)︀
sh
(︀
1
2 ln
(︀
1
2α4

)︀)︀
0 0

sh
(︀
1
2 ln
(︀
1
2α4

)︀)︀
ch
(︀
1
2 ln
(︀
1
2α4

)︀)︀
0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
переводит решение (a.2) в решение (c.2.1).

Для решения (c.1.2), если ε1 = −1, выполним замену базиса с 𝑔-ортого
нальной матрицей перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр ε1 равным единице.

Замена базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝
cos
(︀
π
8

)︀
δ2δ1δ3 sin

(︀
π
8

)︀
0 0

sin
(︀
π
8

)︀
−δ2δ1δ3 cos

(︀
π
8

)︀
0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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переводит решение (c.1.3) в решение (c.1.1).
Для решения (c.1.1) выполним замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей

перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 δ1 sign(α8) 0 0

0 0 δ1 0

0 0 0 δ1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр α8 положительным, а параметр δ1 равным единице.

Для решения (c.2.1), если ε1 = −1, выполним замену базиса с 𝑔-ортого
нальной матрицей перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр ε1 равным единице.

Для решения (c.2.2) выполним замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей
перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

α2
3+1
2α3

δ1(α
2
3−1)

2α3
0 0

α2
301
2α3

δ1(α
2
3+1)

2α3
0 0

0 0 δ1 sign(α6) 0

0 0 0 δ1 sign(α6)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
если α3 ̸= 0, что сделает параметры α3 и δ1 равными единице.

Для решения (c.3.1) выполним замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей
перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

ch(φ) sh(φ) 0 0

sh(φ) ch(φ) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где φ = 1

4 ln
(︁
α9−α7

α9+α7

)︁
, если α2

9 > α
2
7, что сделает параметр α7 равным нулю; либо

φ = 1
4 ln
(︁
−α9−α7

α9+α7

)︁
, если α2

9 < α
2
7, что сделает параметр α9 равным нулю.
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Замена базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 −2α6α3ε1δ1

0 1 0 0

2α6α3δ1ε3 0 1 −2ε1α
2
6α

2
3ε3

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
переводит решение (c.3.2) в решение (c.2.2).

Замена базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝
cos(φ) − sin(φ) 0 0

sin(φ) cos(φ) 0 0

0 0 δ2 0

0 0 0 δ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где φ = 1

2 arctan

(︂
2α5ε1δ2√
−4α2

5+2

)︂
, переводит решение (d.2) (если ε2 = ε1 и ε3 = −1)

в решение (d.1.1).
Для решения (d.1.1), если α4 < 0, выполним замену базиса с 𝑔-ортогональ

ной матрицей перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр α4 положительным.

Для решения (d.1.2) выполним замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей
перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 δ3 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр δ3 равным единице.

Таким образом получим следующие метрические алгебры Ли
(a.1)

[𝑒1,𝑒2] = −𝑒1 + 𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = 𝑒3, [𝑒2,𝑒3] = 𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] = −α4𝑒1 + α4𝑒2 + α5𝑒3,
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[𝑒3,𝑒4] = ε1ε3𝑒1 − ε1ε3𝑒2 +
−4α5ε1ε3 + α

2
4 + 2ε3

2α4
𝑒3,

4α5ε1ε3 − α2
4 − 2ε3 ̸= 0, α4 > 0,

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(b)

[𝑒1,𝑒2] = α1𝑒1 + α1𝑒2 + α2𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] = −ε1(α
2
2ε3 + 2)

2α1
𝑒3, [𝑒3,𝑒4] =

ε1(α
2
2ε3 + 2)

2α2
𝑒3,

α1 > 0, α2 > 0, α2
2 + 2ε3 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(c.1.1)

[𝑒1,𝑒4] = (α6 + α7)𝑒1 + α8𝑒2, [𝑒2,𝑒4] = −α8ε1ε2𝑒1 + (α6 − α7)𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] =
2α2

6 + 2α2
7 + ε3

2α6
𝑒3,

α6 ̸= 0, α8 > 0, α7 ̸= 0,

2α2
6ε3 + 2α2

7ε3 + 1 ̸= 0, 2α2
6 − 2α2

7 − ε3 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = ε2, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(c.1.2)

[𝑒1,𝑒4] = α6δ1𝑒1 + (α8 + α9)𝑒2, [𝑒2,𝑒4] = (α8 − α9)𝑒1 + α6δ1𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] =
δ1(2α

2
6 − 2α2

9 + ε3)

2α6
𝑒3,

α6 ̸= 0, α8 ̸= 0, α9 ̸= 0,

2α2
6ε3 − 2α2

9ε3 + 1 ̸= 0, 2α2
6 + 2α2

9 − ε3 ̸= 0,

δ1 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = 1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε3 = ±1.

(c.2.1)

[𝑒1,𝑒4] = (α6 + δ2)𝑒1 + (α8 − δ2)𝑒2,
[𝑒2,𝑒4] = (α8 + δ2)𝑒1 + (α6 − δ2)𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] =
2α2

6 + ε3
2α6

𝑒3,
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α6 ̸= 0, 2α2
6ε3 + 1 ̸= 0, 2α2

6 + 4α6α8 − ε3 ̸= 0,

δ2 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = 1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε3 = ±1.

(c.2.2.1)

[𝑒1,𝑒4] = (α6 + α7)𝑒1 −
2α6α7 − ε3

2α6
𝑒2 + 𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] =
2α6α7 + ε3

2α6
𝑒1 + (α6 − α7)𝑒2 + 𝑒3,

[𝑒3,𝑒4] =
2α2

6 + ε3
2α6

𝑒3,

α6 ̸= 0, α7 ̸= 0, 2α2
6ε3 + 1 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(c.2.2.2)

[𝑒1,𝑒4] = (α6δ1 + α7δ1)𝑒1 −
2α6α7 − ε3

2α6
,

[𝑒2,𝑒4] =
2α6α7 + ε3

2α6
𝑒1 + (α6δ1 − α7δ1)𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] =
δ1(2α

2
6 + ε3)

2α6
𝑒3,

α6 ̸= 0, α7 ̸= 0, 2α2
6ε3 + 1 ̸= 0,

δ1 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(c.3.1.1)

[𝑒1,𝑒4] = α6𝑒1 +
2α6α9 + 2α2

9 − ε3
2α6

𝑒2,

[𝑒2,𝑒4] = −2α6α9 − 2α2
9 + ε3

2α6
𝑒1 + α6𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] =
2α2

6 − 2α2
9 + ε3

2α6
𝑒3,

α6 ̸= 0, α9 ̸= 0, 2α2
6ε3 − 2α2

9ε3 + 1 ̸= 0,

2α2
9 − ε3 ̸= 0, 2α2

6 + 2α2
9 − ε3 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.
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(c.3.1.2)

[𝑒1,𝑒4] = (α6 + α7)𝑒1 −
2α2

7 + ε3
2α6

𝑒2,

[𝑒2,𝑒4] = −2α2
7 + ε3
2α6

𝑒1 + (α6 − α7)𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] =
2α2

6 + 2α2
7 + ε3

2α6
𝑒3,

α6 ̸= 0, α7 ̸= 0, 2α2
6ε3 + 2α2

7ε3 + 1 ̸= 0,

2α2
6 − 2α2

7 − ε3 ̸= 0, 2α2
7 + ε3 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(c.3.1.3)

[𝑒1,𝑒4] = (α6 + α7)𝑒1 +
2α6α7δ2 − ε3

2α6
𝑒2,

[𝑒2,𝑒4] = −2α6α7δ2 + ε3
2α6

𝑒1 + (α6 − α7)𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] =
2α2

6 + ε3
2α6

𝑒3,

α6 ̸= 0, α7 ̸= 0, 2α2
6ε3 + 1 ̸= 0,

2α2
6 + 2δ2ε3 − ε3 ̸= 0, 2α2

6δ2 − δ2ε3 + 2ε3 ̸= 0,

δ2 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(d.1.1)

[𝑒1,𝑒4] = −
√
2

2
𝑒1 + α6𝑒2, [𝑒2,𝑒4] = −α6𝑒1 +

√
2

2
𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] = α4𝑒3,

α4 > 0,

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = −1, ε1 = ±1.

(d.1.2)

[𝑒1,𝑒4] = −
√
4− 2ε3
2

𝑒1 + (1 + α6)𝑒2,

[𝑒2,𝑒4] = (α6 − 1)𝑒1 +

√
4− 2ε3
2

𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] = α4𝑒3,
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α4 ̸= 0,
√
4− 2ε3α4 − 4α6 ̸= 0,

√
4− 2ε3α6 − α4 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

(d.2)

[𝑒1,𝑒4] = −δ2
√︀

4α2
5 − 2ε3
2

𝑒1 + (−α5ε1 − α6ε1)𝑒2,

[𝑒2,𝑒4] = (α5ε1 − α6ε1)𝑒1 +
δ2
√︀
4α2

5 − 2ε3
2

𝑒2,

[𝑒3,𝑒4] =

√︀
4α2

6 − 2ε3
2

𝑒3,

4α2
6 − 2ε3 > 0, 4α2

5 − 2ε3 ⩾ 0,

2α6δ2

√︁
4α2

5 − 2ε3 −
√︁

4α2
6 − 2ε3α5 ̸= 0,

δ2

√︁
4α2

5 − 2ε3

√︁
4α2

6 − 2ε3 − 8α5α6 ̸= 0,

δ2 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = −ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

Для решения (c.2.2.2) замена базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ch
(︀
1
2 ln (|α7|)

)︀
δ1 sh

(︀
1
2 ln (|α7|)

)︀
0 0

sh
(︀
1
2 ln (|α7|)

)︀
δ1 ch

(︀
1
2 ln (|α7|)

)︀
0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
при ε1 = 1, либо с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝

sh
(︀
1
2 ln (|α7|)

)︀
δ1 ch

(︀
1
2 ln (|α7|)

)︀
0 0

ch
(︀
1
2 ln (|α7|)

)︀
δ1 sh

(︀
1
2 ln (|α7|)

)︀
0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
при ε1 = −1 переводит данную метрическую алгебру Ли в решение (c.2.1).

При ε1 = 1 решение (c.3.1.1) совпадает с решением (c.1.2) с точностью до
переобозначения параметра α8; при ε1 = −1 замена базиса с 𝑔-ортогональной
матрицей перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠



76

переводит решение (c.3.1.1) в решение (c.1.2).
Отметим, что решение (c.3.1.2) совпадает с решением (c.1.1) при ε2 = −ε1

с точностью до переобозначения параметра α7.
Для решения (c.3.1.3) замена базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝

ch
(︀
1
2 ln (|α7|)

)︀
−δ2 sh

(︀
1
2 ln (|α7|)

)︀
0 0

sh
(︀
1
2 ln (|α7|)

)︀
−δ2 ch

(︀
1
2 ln (|α7|)

)︀
0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
при ε1 = 1, либо с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝

sh
(︀
1
2 ln (|α7|)

)︀
−δ2 ch

(︀
1
2 ln (|α7|)

)︀
0 0

ch
(︀
1
2 ln (|α7|)

)︀
−δ2 sh

(︀
1
2 ln (|α7|)

)︀
0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
при ε1 = −1 переводит данную метрическую алгебру Ли в решение (c.2.1).

Для решения (d.2) замена базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝
sign (𝐴) δ2 ch

(︀
1
2 ln (|𝐴|)

)︀
sign (𝐴) sh

(︀
1
2 ln (|𝐴|)

)︀
0 0

sign (𝐴) δ2 sh
(︀
1
2 ln (|𝐴|)

)︀
sign (𝐴) ch

(︀
1
2 ln (|𝐴|)

)︀
0 0

0 0 sign (𝐴) δ2 0

0 0 0 sign (𝐴) δ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где 𝐴 =

√
4−2ε3−2

2α5ε1+
√

4α2
5−2ε3

, переводит данную метрическую алгебру Ли в реше

ние (d.1.2).
Для решения (c.1.1), если α7 < 0, выполним замену базиса с 𝑔-ортогональ

ной матрицей перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 −ε2 0 0

ε1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр α7 положительным. Далее, если α6 < 0, выполним замену
базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝

0 ε2 0 0

ε1 0 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠



77

что сделает параметр α6 положительным.
Для решения (c.1.2) выполним замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей

перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 sign(α6) sign(α9)δ1 0 0

0 0 sign(α6)δ1 0

0 0 0 sign(α6)δ1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметры α6 и α9 положительными, а параметр δ1 равным едини
це.

Для решения (c.2.1) выполним замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей
перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 δ2 0

0 0 0 δ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр δ2 равным единице.

Для решения (c.2.2.1), если ε1 = −1, выполним замену базиса с 𝑔-ортого
нальной матрицей перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр ε1 равным единице. После этого выполним замену базиса
с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 sign(α6) 0

0 0 0 sign(α6)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр α6 положительным.

Для решения (d.1.1) выполним замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей
перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 sign(α6) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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что сделает параметр α6 неотрицательным.
Для решения (d.1.2), если ε1 = −1, выполним замену базиса с 𝑔-ортого

нальной матрицей перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр ε1 равным единице. После этого, если ε3 = −1, то выпол
ним замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝

ch
(︀
1
2 ln
(︀
3− 2

√
2
)︀)︀

− sh
(︀
1
2 ln
(︀
3− 2

√
2
)︀)︀

0 0

sh
(︀
1
2 ln
(︀
3− 2

√
2
)︀)︀

− ch
(︀
1
2 ln
(︀
3− 2

√
2
)︀)︀

0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр α6 неотрицательным; если ε3 = 1, то используем 𝑔-орто
гональную матрицу⎛⎜⎜⎜⎜⎝

ch
(︀
1
2 ln
(︀
5− 2

√
6
)︀)︀

− sh
(︀
1
2 ln
(︀
5− 2

√
6
)︀)︀

0 0

sh
(︀
1
2 ln
(︀
5− 2

√
6
)︀)︀

− ch
(︀
1
2 ln
(︀
5− 2

√
6
)︀)︀

0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр α4 положительным.

Теорема 2.7. Пусть (𝐺,𝑔) — четырехмерная метрическая группа Ли с нуле
вым тензором Схоутена–Вейля, метрика которой не является ни конформно
плоской, ни Риччи параллельной, оператор Риччи которой имеет тип Се
гре {1111}. Тогда метрическая алгебра Ли группы 𝐺 содержится в табл. 2.

Доказательство. Пусть оператор Риччи имеет тип Сегре {1111}. Тогда в мет
рической алгебре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метрический
тензор 𝑔 и тензор Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1ρ1 0 0 0

0 ε2ρ2 0 0

0 0 ε3α ε3β

0 0 ε3β −ε3α

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 ε3 0

0 0 0 −ε3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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где ρ1,ρ2,α,β ∈ R, β ̸= 0, ρ1 ̸= ρ2 и ε𝑖 = ±1. Система уравнений (2.1) в данном
базисе имеет вид

2𝐶3
34βε3 = 0, 2𝐶4

34βε3 = 0,

𝐶1
12ε1(ρ1 − ρ2) = 0, 𝐶2

12ε2(ρ1 − ρ2) = 0,

((ρ1 − α)𝐶1
13 + β𝐶

1
14)ε1 = 0, ((α− ρ1)𝐶1

14 + β𝐶
1
13)ε1 = 0,

((ρ2 − α)𝐶2
23 + β𝐶

2
24)ε2 = 0, ((α− ρ2)𝐶2

24 + β𝐶
2
23)ε2 = 0,

𝐶1
34ε1(ρ1 − α)− βε3(𝐶3

13 − 𝐶4
14) = 0, 𝐶2

34ε2(ρ2 − α)− βε3(𝐶3
23 − 𝐶4

24) = 0,

((3𝐶4
13 + 𝐶3

14)β− 2(ρ1 − α)𝐶3
13)ε3 + β𝐶

1
34ε1 = 0,

((3𝐶4
23 + 𝐶3

24)β− 2(ρ2 − α)𝐶3
23)ε3 + β𝐶

2
34ε2 = 0,

((𝐶4
13 + 3𝐶3

14)β+ 2𝐶4
14(ρ1 − α))ε3 + β𝐶1

34ε1 = 0,

((𝐶4
23 + 3𝐶3

24)β+ 2𝐶4
24(ρ2 − α))ε3 + β𝐶2

34ε2 = 0,

((2α− ρ1 − ρ2)𝐶3
12 + 2β𝐶4

12)ε3 − (ρ1 − ρ2)(𝐶2
13ε2 + 𝐶1

23ε1) = 0,

((ρ1 + ρ2 − 2α)𝐶4
12 + 2β𝐶3

12)ε3 − (ρ1 − ρ2)(𝐶2
14ε2 + 𝐶1

24ε1) = 0,

((𝐶3
14 − 𝐶4

13)α+ (𝐶4
13 − 𝐶3

14)ρ1 + 2β𝐶4
14)ε3 + 𝐶1

34ε1(ρ1 − α) = 0,

((𝐶3
24 − 𝐶4

23)α+ (𝐶4
23 − 𝐶3

24)ρ2 + 2β𝐶4
24)ε3 + 𝐶2

34ε2(ρ2 − α) = 0,

((𝐶3
14 − 𝐶4

13)α+ (𝐶4
13 − 𝐶3

14)ρ1 + 2β𝐶3
13)ε3 − 𝐶1

34ε1(ρ1 − α) = 0,

((𝐶3
24 − 𝐶4

23)α+ (𝐶4
23 − 𝐶3

24)ρ2 + 2β𝐶3
23)ε3 − 𝐶2

34ε2(ρ2 − α) = 0,

((2ρ1 − ρ2 − α)𝐶1
23 + β𝐶

1
24)ε1 + (ρ2𝐶

2
13 − α𝐶2

13 + β𝐶
2
14)ε2−

− (α𝐶3
12 + β𝐶

4
12 − ρ2𝐶3

12)ε3 = 0,

((2ρ1 − ρ2 − α)𝐶1
24 − β𝐶1

23)ε1 + (ρ2𝐶
2
14 − α𝐶2

14 − β𝐶2
13)ε2+

+ (α𝐶4
12 − β𝐶3

12 − ρ2𝐶4
12)ε3 = 0,

((2ρ2 − ρ1 − α)𝐶2
13 + β𝐶

2
14)ε2 + (ρ1𝐶

1
23 − α𝐶1

23 + β𝐶
1
24)ε1+

+ (α𝐶3
12 + β𝐶

4
12 − ρ1𝐶3

12)ε3 = 0,

((2ρ2 − ρ1 − α)𝐶2
14 − β𝐶2

13)ε2 + (ρ1𝐶
1
24 − α𝐶1

24 − β𝐶1
23)ε1−

− (α𝐶4
12 − β𝐶3

12 − ρ1𝐶4
12)ε3 = 0.

Решая данную систему уравнений, а также накладывая условие выполнения
тождества Якоби, получим две метрические алгебры Ли:

[𝑒2,𝑒3] = −
√
3δ1α1𝑒3 + α1𝑒4, [𝑒2,𝑒4] = α1𝑒3 +

√
3δ1α1𝑒4,

[𝑒3,𝑒4] = 2ε2ε3α1𝑒2,

α1 ̸= 0, δ1 = ±1;
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⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = ε2, ⟨𝑒3,𝑒3⟩ = −⟨𝑒4,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

и

[𝑒1,𝑒3] = −
√
3δ1α1𝑒3 + α1𝑒4, [𝑒1,𝑒4] = α1𝑒3 +

√
3δ1α1𝑒4,

[𝑒3,𝑒4] = 2ε1ε3α1𝑒1,

α1 ̸= 0, δ1 = ±1;

⟨𝑒1,𝑒1⟩ = ε1, ⟨𝑒2,𝑒2⟩ = ε2, ⟨𝑒3,𝑒3⟩ = −⟨𝑒4,𝑒4⟩ = ε3, ε𝑖 = ±1.

Отметим, что замена базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
переводит первое решение во второе.

Для второго решения, если ε3 = −1, выполним замену базиса с 𝑔-ортого
нальной матрицей перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр ε3 равным единице. Далее, замена базиса с 𝑔-ортогональ
ной матрицей ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

sign(α1)δ1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 δ1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
делает параметр α1 положительным, а параметр δ1 равным единице.

Теорема 2.8. Пусть (𝐺,𝑔) — четырехмерная метрическая группа Ли с нуле
вым тензором Схоутена–Вейля, метрика которой не является ни конформно
плоской, ни Риччи параллельной, оператор Риччи которой имеет тип Се
гре {(22)}. Тогда метрическая алгебра Ли группы 𝐺 содержится в табл. 2.

Доказательство. Пусть оператор Риччи ρ имеет тип Сегре {(22)}. Тогда в мет
рической алгебре Ли существует базис {𝑒1,𝑒2,𝑒3,𝑒4} такой, что метрический
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тензор 𝑔 и тензор Риччи 𝑟 имеют следующий вид

𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 ε1ρ1 0 0

ε1ρ1 ε1 0 0

0 0 0 ε2ρ1

0 0 ε2ρ1 ε2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 ε1 0 0

ε1 0 0 0

0 0 0 ε2

0 0 ε2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где ρ1 ∈ R, ε𝑖 = ±1. Система уравнений (2.1) в данном базисе имеет вид

𝐶2
12ε1 = 0, 𝐶2

13ε1 = 0,

𝐶4
13ε2 = 0, 𝐶4

34ε2 = 0,

𝐶4
23ε2 − 𝐶2

34ε1 = 0, 𝐶4
12ε2 + 𝐶2

14ε1 = 0,

(𝐶1
13 + 𝐶2

23)ε1 + 𝐶4
12ε2 = 0, (𝐶3

13 + 𝐶4
14)ε2 − 𝐶2

34ε1 = 0,

(3𝐶2
23 − 𝐶1

13)ε1 − 𝐶4
12ε2 = 0, (3𝐶4

14 − 𝐶3
13)ε2 + 𝐶2

34ε1 = 0,

(2𝐶2
14 − 𝐶1

13 − 𝐶2
23)ε1 + 𝐶4

12ε2 = 0,

(2𝐶4
23 − 𝐶3

13 − 𝐶4
14)ε2 − 𝐶2

34ε1 = 0,

(3𝐶2
24 − 2𝐶1

23 − 𝐶1
14)ε1 − 𝐶3

12ε2 = 0,

(3𝐶4
24 − 2𝐶3

14 − 𝐶3
23)ε2 + 𝐶1

34ε1 = 0.

Решая данную систему уравнений, а также накладывая условие выполне
ния тождества Якоби, получим следующие метрические алгебры Ли:

(a)

[𝑒1,𝑒2] =
2α2

1α2 − 2α2
1α5ε1ε2 − 4α2α

2
5ε1ε2 + 2α2

2α5 + 2α3
5 + α5ε1

2α5(α2 − α5ε1ε2)
𝑒1−

−α2α1

α5
𝑒3,

[𝑒2,𝑒3] = α1𝑒1 + (α5ε1ε2 − 2α2)𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] =
α1(α2ε1ε2 − 2α5)

α5
𝑒1 + α2𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] = α3𝑒1 + α4𝑒3,

[𝑒3,𝑒4] = α5𝑒1+

+
2α2

1α
2
2ε1ε2 + 2α2

1α
2
5ε1ε2 + 2α2α

3
5ε1ε2 − 4α2

1α2α5 − 2α2
2α

2
5 + α

2
5ε1

2α5α1(α2 − α5ε1ε2)
𝑒3,

α1 ̸= 0, α5 ̸= 0,

α2 − α5ε1ε2 ̸= 0,
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2α3
1α2α4ε2 − 2α3

1α4α5ε1 + 2α2
1α2α3α5ε1 − 2α2

1α3α
2
5ε2+

+2α1α
2
2α4α5ε2 − 2α1α2α4α

2
5ε1 + 2α2

2α3α
2
5ε1 − 2α2α3α

3
5ε2+

+α1α4α5ε1ε2 − α3α
2
5 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε2, ε𝑖 = ±1.

(b)

[𝑒1,𝑒2] =
2α2

1 + ε1
2α1

𝑒1, [𝑒2,𝑒3] = −2α2
1 + ε1
2α1

𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] = α1𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = α2𝑒1 + α3𝑒3,

[𝑒3,𝑒4] =
ε1ε2(2α

2
1 − ε1)

2α1
𝑒1 + α4𝑒3,

α1 ̸= 0, α2α4ε1 − 2α1α3ε2 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε2, ε𝑖 = ±1.

(c)

[𝑒1,𝑒2] =
(2α2

2 + ε1)

2α2
𝑒1 − ε1ε2α1𝑒3,

[𝑒2,𝑒3] = −2α2𝑒3, [𝑒1,𝑒4] = α1𝑒1 + α2𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] = α3𝑒1 + α4𝑒3, [𝑒3,𝑒4] =
2α2

1 − 2α2
2ε1ε2 + ε2

2α1
𝑒3,

α1 ̸= 0, α2 ̸= 0,

2α1α
2
2α4 + 2α3

2α3 + α1α4ε1 − α2α3ε1 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε2, ε𝑖 = ±1.

(d)

[𝑒1,𝑒2] = δ1
√
2𝑒1, [𝑒2,𝑒3] = −δ1

√
2𝑒3, [𝑒1,𝑒4] =

δ1
√
2

2
𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] = α1𝑒1 + α2𝑒3, [𝑒3,𝑒4] = α3𝑒3,

α1α3 − α2δ1ε2
√
2 ̸= 0,

δ1 = ±1,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = 1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε2, ε2 = ±1.

(e)

[𝑒1,𝑒2] = α1𝑒1 −
ε1ε2(2α

2
2 − ε2)

2α2
𝑒3, [𝑒2,𝑒3] = α2𝑒1,
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[𝑒1,𝑒4] = −2α2
2 + ε2
2α2

𝑒1, [𝑒2,𝑒4] = α3𝑒1 + α4𝑒3,

[𝑒3,𝑒4] = −2α2
2 + ε2
2α2

𝑒3,

α2 ̸= 0, α1α4ε2 + 2α2α3ε1 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε2, ε𝑖 = ±1.

(f)

[𝑒1,𝑒2] =
2α2

1 + ε1
2α1

𝑒1, [𝑒2,𝑒3] = −2α2
1 + 3ε1
4α1

𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] = α1𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = α2𝑒1 + α3𝑒3 +
2α2

1 − ε1
4α1

𝑒4,

α1 ̸= 0, α3 ̸= 0, 2α2
1 + ε1 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε2, ε𝑖 = ±1.

Далее, замена базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
переводит решение (b) в решение (e).

Кроме того, замена базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
переводит решение (d) в решение (e).

Для решения (a), если α2
1 ̸= α5(2α

2
2−2α2α5ε1ε2+ε1)
2(α2−α5ε1ε2)

, выполним замену базиса
с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 𝐴

0 1 0 0

0 −𝐴ε1ε2 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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где

𝐴 =
2α3α5(α5ε1ε2 − α2)

(2α2
1α2 + 2α2

2α5 − 2α2
1α5ε1ε2 − 2α2α

2
5ε1ε2 + α5ε1)

,

что сделает параметр α3 равным нулю; если α2
1 =

α5(2α
2
2−2α2α5ε1ε2+ε1)
2(α2−α5ε1ε2)

, выполним
замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 𝐴

0 1 0 0

0 −𝐴ε1ε2 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где

𝐴 =
α4ε2δ1

√︀
2α5(4α2

2α5ε1ε2 − 2α3
2 − 2α2α

2
5 − α2ε1 + α5ε2)

2α5
,

что сделает параметр α4 равным нулю.
Для решения (c), если 2α2

2 − ε1 ̸= 0, выполним замену базиса с 𝑔-ортого
нальной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 2α1α4

2α2
2−ε1

0 1 0 0

0 −2α4α1ε1ε2
2α2

2−ε1
1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр α4 равным нулю; если 2α2

2 − ε1 = 0, выполним замену
базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 ±
√
2
2 α3

0 1 0 0

0 ∓
√
2
2 α3ε2 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр α3 равным нулю.

Для решения (e) выполним замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей
перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 α4ε2ε1
2α2

0 1 0 0

0 − α4

2α2
1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр α4 равным нулю.
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Для решения (f), если 6α2
1 + ε1 ̸= 0, выполним замену базиса с 𝑔-ортого

нальной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 − 4α2α1

6α2
1+ε1

0 1 0 0

0 4α2α1ε1ε2
6α2

1+ε1
1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр α2 равным нулю.

Таким образом, получим следующие метрические алгебры Ли:
(a.1)

[𝑒1,𝑒2] =
2α2

1α2 + 2α2
2α5 + 2α3

5 − 2α2
1α5ε1ε2 − 4α2α

2
5ε1ε2 + α5ε1

2α5(α2 − α5ε1ε2)
𝑒1−

−α2α1

α5
𝑒3,

[𝑒2,𝑒3] = α1𝑒1 + (α5ε1ε2 − 2α2)𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] =
α1(α2ε1ε2 − 2α5)

α5
𝑒1 + α2𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = α4𝑒3,

[𝑒3,𝑒4] = α5𝑒1+

+ (2α2
1α

2
2ε1ε2 + 2α2

1α
2
5ε1ε2 + 2α2α

3
5ε1ε2 − 4α2

1α2α5 − 2α2
2α

2
5+

+ α2
5ε1)/(2α5(α2 − α5ε1ε2)α1)𝑒3,

α1 ̸= 0, α4 ̸= 0, α5 ̸= 0,

α2 − α5ε1ε2 ̸= 0,

2α2
1α2ε2 − 2α2

1α5ε1 + 2α2
2α5ε2 − 2α2α

2
5ε1 + α5ε1ε2 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε2, ε𝑖 = ±1.

(a.2)

[𝑒1,𝑒2] = −α5ε1ε2𝑒1 + α2δ1

√︃
2α2

2 − 2α2α5ε1ε2 + ε1
2α5(α5ε1ε2 − α2)

𝑒3,

[𝑒2,𝑒3] = −δ1

√︃
α5(2α2

2 − 2α2α5ε1ε2 + ε1)

2(α5ε1ε2 − α2)
𝑒1 + (α5ε1ε2 − 2α2)𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] = δ1(2α5 − α2ε1ε2)

√︃
2α2

2 − 2α2α5ε1ε2 + ε1
2α5(α5ε1ε2 − α2)

𝑒1 + α2𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] = α3𝑒1,
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[𝑒3,𝑒4] = α5𝑒1 +
δ1(2α

3
2ε1ε2 − 2α2

2α5 + α2ε2 − 2α5ε1)√︀
2α5(2α2

2 − 2α2α5ε1ε2 + ε1)(α5ε1ε2 − α2)
𝑒3,

α3 ̸= 0, α5 ̸= 0, α2 − α5ε1ε2 ̸= 0,

α5(4α
2
2α5ε1ε2 − 2α3

2 − 2α2α
2
5 − α2ε1 + α5ε2) > 0,

δ1 = ±1,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε2, ε𝑖 = ±1.

(c.1)

[𝑒1,𝑒2] =
2α2

2 + ε1
2α2

𝑒1 − ε1ε2α1𝑒3, [𝑒2,𝑒3] = −2α2𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] = α1𝑒1 + α2𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = α3𝑒1,

[𝑒3,𝑒4] =
2α2

1 − 2α2
2ε1ε2 + ε2

2α1
𝑒3,

α1 ̸= 0, α2 ̸= 0, α3 ̸= 0,

2α2
2 − ε1 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε2, ε𝑖 = ±1.

(c.2)

[𝑒1,𝑒2] =
√
2δ1𝑒1 − ε2α1𝑒3, [𝑒2,𝑒3] = −

√
2δ1𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] = α1𝑒1 +

√
2

2
δ1𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = α4𝑒3,

[𝑒3,𝑒4] = α1𝑒3,

α4 ̸= 0,

δ1 = ±1,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = 1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε2, ε2 = ±1.

(e)

[𝑒1,𝑒2] = α1𝑒1 −
ε1ε2(2α

2
2 − ε2)

2α2
𝑒3,

[𝑒2,𝑒3] = α2𝑒1, [𝑒1,𝑒4] = −2α2
2 + ε2
2α2

𝑒1,

[𝑒2,𝑒4] = α3𝑒1, [𝑒3,𝑒4] = −2α2
2 + ε2
2α2

𝑒3,

α2 ̸= 0, α3 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε2, ε𝑖 = ±1.



87

(f.1)

[𝑒1,𝑒2] =
2α2

1 + ε1
2α1

𝑒1, [𝑒2,𝑒3] = −(2α2
1 + 3ε1
4α1

𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] = α1𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = α3𝑒3 +
(2α2

1 − ε1)
4α1

𝑒4,

α1 ̸= 0, α3 ̸= 0,

6α2
1 + ε1 ̸= 0, 2α2

1 + ε1 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε2, ε𝑖 = ±1.

(f.2)

[𝑒1,𝑒2] = −
√
6

3
δ1𝑒1, [𝑒2,𝑒3] =

2
√
6

3
δ1𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] =

√
6

6
δ1𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = α2𝑒1 + α3𝑒3 +

√
6

3
δ1𝑒4,

α3 ̸= 0,

δ1 = ±1,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = −1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε2, ε2 = ±1.

Для решения (a.1), если α2
1ε1 + α

2
5ε2 ̸= 0, выполним замену базиса с 𝑔-ор

тогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α1δ8√
(α2

1ε1+α
2
5ε2)δ8

α4ε1α1(α5ε1ε2−α2)δ8√
(α2

1ε1+α
2
5ε2)δ8

− α5δ8√
(α2

1ε1+α
2
5ε2)δ8

−α4ε2α
2
1(α2−α5ε1ε2)δ8

α5

√
(α2

1ε1+α
2
5ε2)δ8

0 α1δ8√
(α2

1ε1+α
2
5ε2)δ8

0 − α5δ8√
(α2

1ε1+α
2
5ε2)δ8

ε1ε2α5δ8√
(α2

1ε1+α
2
5ε2)δ8

α4ε1α
2
1(α2−α5ε1ε2)δ8

α5

√
(α2

1ε1+α
2
5ε2)δ8

α1δ8√
(α2

1ε1+α
2
5ε2)δ8

−α4ε1α1(α2−α5ε1ε2)δ8√
(α2

1ε1+α
2
5ε2)δ8

0 ε1ε2α5δ8√
(α2

1ε1+α
2
5ε2)δ8

0 α1δ8√
(α2

1ε1+α
2
5ε2)δ8

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
где δ8 = ±1, что переводит решение (a.1) в решение (e).

Для решения (a.2), если 2α2
2ε2 − 4α2α5ε1 + 2α2

5ε2 + ε1ε2 ̸= 0, выполним
замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

δ8√
(2𝐹 2ε1+ε2)δ8

𝐴ε1ε2𝐹δ1
√
2 − δ8δ1𝐹

√
2√

(2𝐹 2ε1+ε2)δ8
𝐴

0 δ8√
(2𝐹 2ε1+ε2)δ8

0 − δ8δ1𝐹
√
2√

(2𝐹 2ε1+ε2)δ8
ε1ε2δ8δ1𝐹

√
2√

(2𝐹 2ε1+ε2)δ8
−𝐴ε1ε2

δ8√
(2𝐹 2ε1+ε2)δ8

𝐴ε1ε2𝐹δ1
√
2

0 ε1ε2δ8δ1𝐹
√
2√

(2𝐹 2ε1+ε2)δ8
0 δ8√

(2𝐹 2ε1+ε2)δ8

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠



88

где 𝐴 = ε1δ8𝐹
2(2α2

2−2α2α5ε1ε2+ε1)α3

α5

√
(2𝐹 2ε1+ε2)δ8

, 𝐹 =

√
α5(4α2

2α5ε1ε2−2α3
2−2α2α

2
5−α2ε1+α5ε2)

2α2
2−2α2α5ε1ε2+ε1

и δ8 = ±1,

что переводит решение (a.2) в решение (e).
Для решения (c.1), если α2

1ε1 + α
2
2ε2 ̸= 0, выполним замену базиса с 𝑔-ор

тогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α1δ8√
(α2

1ε1+α
2
2ε2)δ8

− α2
2α3δ8ε1√

(α2
1ε1+α

2
2ε2)δ8

− ε1ε2α2δ8√
(α2

1ε1+α
2
2ε2)δ8

− α1α2α3ε1δ8√
(α2

1ε1+α
2
2ε2)δ8

0 α1δ8√
(α2

1ε1+α
2
2ε2)δ8

0 − ε1ε2α2δ8√
(α2

1ε1+α
2
2ε2)δ8

α2δ8√
(α2

1ε1+α
2
2ε2)δ8

α1α2α3δ8ε2√
(α2

1ε1+α
2
2ε2)δ8

α1δ8√
(α2

1ε1+α
2
2ε2)δ8

− α2
2α3δ8ε1√

(α2
1ε1+α

2
2ε2)δ8

0 α2δ8√
(α2

1ε1+α
2
2ε2)δ8

0 α1δ8√
(α2

1ε1+α
2
2ε2)δ8

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
где δ8 = ±1, что переводит решение (c.1) в решение (e).

Для решения (c.2), если 2α2
1 + ε2 ̸= 0, замена базиса с 𝑔-ортогональной

матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

− ε2α1δ6
√
2δ1√

(2α2
1+ε2)δ6

α1α4δ6ε2√
(2α2

1+ε2)δ6

δ6√
(2α2

1+ε2)δ6

α2
1α4δ6

√
2δ1ε2√

(2α2
1+ε2)δ6

0 − ε2α1δ6
√
2δ1√

(2α2
1+ε2)δ6

0 δ6√
(2α2

1+ε2)δ6

δ6√
(2α2

1+ε2)δ6

α2
1α4δ6

√
2δ1ε2√

(2α2
1+ε2)δ6

α1

√
2δ1δ6√

(2α2
1+ε2)δ6

− α1α4δ6√
(2α2

1+ε2)δ6

0 δ6√
(2α2

1+ε2)δ6
0 α1

√
2δ1δ6√

(2α2
1+ε2)δ6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
где δ6 = ±1, переводит решение (c.2) в решение (e).

Для решения (f.1), если 2α2
1 − ε1 = 0, выполним замену базиса с 𝑔-ортого

нальной матрицей перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что переводит решение (f.1) в решение (e).

Для решения (e) выполним замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей
перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

sign(α1) 0 0 0

0 sign(α1) 0 0

0 0 sign(α2) 0

0 0 0 sign(α2)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр α1 неотрицательным, а параметр α2 положительным.
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Для решения (f.2) выполним замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей
перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

δ1 0 0 0

0 δ1 0 0

0 0 sign(α2) 0

0 0 0 sign(α2)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр α2 неотрицательным, а параметр δ1 равным единице.

Таким образом, получим следующие метрические алгебры Ли:
(a.1)

[𝑒1,𝑒2] =
12α2

6 + 4α6α7 + ε1
4α6

𝑒1 + (α7δ1 − α6δ1)𝑒3,

[𝑒2,𝑒3] = (α6δ1 + α7δ1)𝑒1 + (α7 − 3α6)𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] = −(3α6δ1 + α7δ1)𝑒1 + (α6 − α7)𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] = α4𝑒3,

[𝑒3,𝑒4] = (α6 + α7)𝑒1 −
(12α2

6 − 4α6α7 − ε1)δ1
4α6

𝑒3,

α4 ̸= 0, α6 ̸= 0, 8α2
6 + ε1 ̸= 0,

δ1 = ±1,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = −ε1, ε1 = ±1.

(a.2)

[𝑒1,𝑒2] = α5𝑒1 +

(︃√
2

2
− α5δ2

)︃
δ1𝑒3,

[𝑒2,𝑒3] = −δ1α5δ2𝑒1 + (α5 − δ2
√
2)𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] =

(︃
α5δ2 +

√
2

2

)︃
δ1𝑒1 +

(︃
δ2
√
2

2
− α5

)︃
𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] = α3𝑒1, [𝑒3,𝑒4] = α5𝑒1 +

(︃
3
√
2

2
− α5δ2

)︃
δ1𝑒3,

α3 ̸= 0,

δ𝑖 = ±1,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = −1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = 1.

(c.1)

[𝑒1,𝑒2] =
δ1(2α

2
1 + ε1)

2α1
𝑒1 + α1𝑒3,
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[𝑒2,𝑒3] = −2α1δ1𝑒3, [𝑒1,𝑒4] = α1δ1𝑒3 + α1𝑒1,

[𝑒2,𝑒4] = α3𝑒1, [𝑒3,𝑒4] =
(4α2

1 − ε1)
2α1

𝑒3,

α1 ̸= 0, α3 ̸= 0, 2α2
2 − ε1 ̸= 0,

δ1 = ±1,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = −ε1, ε1 = ±1.

(c.2)

[𝑒1,𝑒2] =
√
2δ1𝑒1 +

√
2

2
δ2𝑒3, [𝑒2,𝑒3] = −

√
2δ1𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] =

√
2

2
δ2𝑒1 +

√
2

2
δ1𝑒3,

[𝑒2,𝑒4] = α4𝑒3, [𝑒3,𝑒4] =

√
2

2
δ2𝑒3,

α4 ̸= 0,

δ𝑖 = ±1,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = 1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = −1.

(e)

[𝑒1,𝑒2] = α1𝑒1 −
ε1ε2(2α

2
2 − ε2)

2α2
𝑒3,

[𝑒2,𝑒3] = α2𝑒1, [𝑒1,𝑒4] = −2α2
2 + ε2
2α2

𝑒1,

[𝑒2,𝑒4] = α3𝑒1, [𝑒3,𝑒4] = −2α2
2 + ε2
2α2

𝑒3,

α1 ⩾ 0, α2 > 0, α3 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε2, ε𝑖 = ±1.

(f.1)

[𝑒1,𝑒2] =
2α2

1 + ε1
2α1

𝑒1, [𝑒2,𝑒3] = −2α2
1 + 3ε1
4α1

𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] = α1𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = α3𝑒3 +
2α2

1 − ε1
4α1

𝑒4,

α1 ̸= 0, α3 ̸= 0,

6α2
1 + ε1 ̸= 0, 2α2

1 − ε1 ̸= 0, 2α2
1 + ε1 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = ε1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε2, ε𝑖 = ±1.
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(f.2)

[𝑒1,𝑒2] = −
√
6

3
𝑒1, [𝑒2,𝑒3] =

2
√
6

3
𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] =

√
6

6
𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = α2𝑒1 + α3𝑒3 +

√
6

3
𝑒4,

α2 > 0, α3 ̸= 0,

⟨𝑒1,𝑒2⟩ = −1, ⟨𝑒3,𝑒4⟩ = ε2, ε2 = ±1.

Далее, замена базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−δ1

√
2(8α2

6−ε1)
8α6

δ1ε1
√
2α4(64α

4
6−1)

64α2
6

√
2(8α2

6+ε1)
8α6

−ε1
√
2α4(8α

2
6−ε1)2

64α2
6

0 −δ1
√
2(8α2

6−ε1)
8α6

0
√
2(8α2

6+ε1)
8α6√

2(8α2
6+ε1)

8α6
−ε1

√
2α4(8α

2
6−ε1)2

64α2
6

−δ1
√
2(8α2

6−ε1)
8α6

δ1ε1
√
2α4(64α

4
6−1)

64α2
6

0
√
2(8α2

6+ε1)
8α6

0 −δ1
√
2(8α2

6−ε1)
8α6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
переводит решение (a.1) в решение (a.2).

Замена базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
(2α2

1−ε1)
√
2

4α1
−ε1

√
2α3(2α

2
1+ε1)

2

16α2
1

√
2δ1(2α

2
1+ε1)

4α1
− (4α4

1−1)α3

√
2ε1δ1

16α2
1

0 (2α2
1−ε1)

√
2

4α1
0

√
2δ1(2α

2
1+ε1)

4α1√
2δ1(2α

2
1+ε1)

4α1
− (4α4

1−1)α3

√
2ε1δ1

16α2
1

(2α2
1−ε1)

√
2

4α1
−ε1

√
2α3(2α

2
1+ε1)

2

16α2
1

0
√
2δ1(2α

2
1+ε1)

4α1
0 (2α2

1−ε1)
√
2

4α1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
переводит решение (c.1) в решение (a.2).

Замена базиса с 𝑔-ортогональной матрицей перехода⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
переводит решение (c.2) в решение (a.2).

Для решения (a.2) выполним замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей
перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

δ2 0 0 0

0 δ2 0 0

0 0 δ1 0

0 0 0 δ1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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что сделает параметры δ1 и δ2 равными единице.
Для решения (f.1) выполним замену базиса с 𝑔-ортогональной матрицей

перехода ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
sign(α1) 0 0 0

0 sign(α1) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
что сделает параметр α1 положительным.

Все метрические алгебры Ли, полученные в теоремах 2.4–2.8 приведены
в табл. 2. В ней используются обозначения ε𝑖 = ±1, δ1 = ±1. Отдельным спис
ком приведем метрических тензор для каждой алгебры Ли. Для метрических
алгебр Ли (A), (B), (E) метрический тензор имеет вид:⎛⎜⎜⎜⎜⎝

ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 0 ε3

0 0 ε3 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Для метрических алгебр Ли (C), (D) метрический тензор имеет вид:⎛⎜⎜⎜⎜⎝

ε1 0 0 0

0 −ε1 0 0

0 0 0 ε3

0 0 ε3 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Для метрических алгебр Ли (F), (G), (H) метрический тензор имеет вид:⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 0 ε3

0 0 ε3 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Для метрической алгебры Ли (I) метрический тензор имеет вид:⎛⎜⎜⎜⎜⎝

ε1 0 0 0

0 ε1 0 0

0 0 0 −1

0 0 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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Таблица 2 — Метрические алгебры Ли четырехмерных групп Ли с нулевым
тензором Схоутена–Вейля, метрика которых не является ни конформно

плоской, ни Риччи параллельной
№ Таблица умножения

Тип Сегре {1(12)}
(A) [𝑒2,𝑒3] = 3α1𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = − ε2

2α1
𝑒3 + α1𝑒4, α1 > 0

Тип Сегре {(11)2}
(B) [𝑒1,𝑒2] =

δ1
√
5+ε1

2α1
𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = 3ε1+δ1

√
5

4α1
𝑒3, [𝑒1,𝑒4] = α1𝑒3 − δ1

√
5+3ε1
4α1

𝑒4, α1 > 0

Тип Сегре {(112)}

(C)
[𝑒1,𝑒2] = −𝑒1 + 𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = 𝑒3, [𝑒2,𝑒3] = 𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = −α1𝑒1 + α1𝑒2 + α2𝑒3,
[𝑒3,𝑒4] = ε1ε3𝑒1 − ε1ε3𝑒2 +

α2
1−4α2ε1ε3+2ε3

2α1
𝑒3, α1 > 0, α2

1 − 4α2ε1ε3 + 2ε3 ̸= 0

(D) [𝑒1,𝑒2] = α1𝑒1 + α1𝑒2 + α2𝑒3, [𝑒1,𝑒4] = − ε1(α2
2ε3+2)
2α1

𝑒3, [𝑒3,𝑒4] =
ε1(α2

2ε3+2)
2α2

𝑒3, α1 > 0, α2 > 0,
α2
2 + 2ε3 ̸= 0

(E) [𝑒1,𝑒4] = (α1 + α2)𝑒1 + α3𝑒2, [𝑒2,𝑒4] = −α3ε1ε2𝑒1 + (α1 − α2)𝑒2, [𝑒3,𝑒4] =
2α2

1+2α2
2+ε3

2α1
𝑒3, α1 > 0,

α2 > 0, α3 ⩾ 0, 2α2
1ε3 + 2α2

2ε3 + 1 ̸= 0, α2
3 +

(︀
2α2

1 − 2α2
2 − ε3

)︀2 ̸= 0

(F) [𝑒1,𝑒4] = α1𝑒1 + (α2 + α3)𝑒2, [𝑒2,𝑒4] = (α2 − α3)𝑒1 + α1𝑒2, [𝑒3,𝑒4] =
2α2

1−2α2
3+ε3

2α1
𝑒3, α1 > 0,

α3 > 0, 2α2
1ε3 − 2α2

3ε3 + 1 ̸= 0, α2
2 +

(︀
2α2

1 + 2α2
3 − ε3

)︀2 ̸= 0

(G) [𝑒1,𝑒4] = (α1 + 1)𝑒1 + (α2 − 1)𝑒2, [𝑒2,𝑒4] = (α2 + 1)𝑒1 + (α1 − 1)𝑒2, [𝑒3,𝑒4] =
2α2

1+ε3
2α1

𝑒3, α1 ̸= 0,
2α2

1ε3 + 1 ̸= 0, 2α2
1 + 4α1α2 − ε3 ̸= 0

(H)
[𝑒1,𝑒4] = (α1 + α2)𝑒1 − 2α1α2−ε3

2α1
𝑒2 + 𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = 2α1α2+ε3

2α1
𝑒1 + (α1 − α2)𝑒2 + 𝑒3,

[𝑒3,𝑒4] =
2α2

1+ε3
2α1

𝑒3, α1 > 0, α2 ̸= 0, 2α2
1 + ε3 ̸= 0

(I) [𝑒1,𝑒4] = −
√
2
2 𝑒1 + α1𝑒2, [𝑒2,𝑒4] = −α1𝑒1 +

√
2
2 𝑒2, [𝑒3,𝑒4] = α2𝑒3, α1 ⩾ 0, α2 > 0

(J) [𝑒1,𝑒4] = −
√
6
2 𝑒1 + (α1 + 1)𝑒2, [𝑒2,𝑒4] = (α1 − 1)𝑒1 +

√
6
2 𝑒2, [𝑒3,𝑒4] = α2𝑒3, α1 ⩾ 0, α2 ̸= 0

(K) [𝑒1,𝑒4] = −
√
2
2 𝑒1 + (α1 + 1)𝑒2, [𝑒2,𝑒4] = (α1 − 1)𝑒1 +

√
2
2 𝑒2, [𝑒3,𝑒4] = α2𝑒3, α2 > 0

Тип Сегре {1111}
(L) [𝑒1,𝑒3] = −

√
3α1𝑒3 + α1𝑒4, [𝑒1,𝑒4] = α1𝑒3 +

√
3α1𝑒4, [𝑒3,𝑒4] = 2ε1ε3α1𝑒1, α1 > 0

Тип Сегре {(22)}

(M)
[𝑒1,𝑒2] = α1𝑒1 +

(︁√
2
2 − α1

)︁
𝑒3, [𝑒2,𝑒3] = −α1𝑒1 +

(︀
α1 −

√
2
)︀
𝑒3,

[𝑒1,𝑒4] =
(︁
α1 +

√
2
2

)︁
𝑒1 +

(︁√
2
2 − α1

)︁
𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = α2𝑒1, [𝑒3,𝑒4] = α1𝑒1 +

(︁
3
√
2

2 − α1

)︁
𝑒3, α2 ̸= 0

(N)
[𝑒1,𝑒2] = α1𝑒1 −

ε1ε2(2α2
2−ε2)

2α2
𝑒3, [𝑒2,𝑒3] = α2𝑒1, [𝑒1,𝑒4] = −2α2

2+ε2
2α2

𝑒1, [𝑒2,𝑒4] = α3𝑒1,

[𝑒3,𝑒4] = −2α2
2+ε2
2α2

𝑒3, α1 ⩾ 0, α2 > 0, α3 ̸= 0

(O)
[𝑒1,𝑒2] =

2α2
1+ε1
2α1

𝑒1, [𝑒2,𝑒3] = −2α2
1+3ε1
4α1

𝑒3, [𝑒1,𝑒4] = α1𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = α2𝑒3 +
2α2

1−ε1
4α1

𝑒4, α1 ̸= 0,

α1 ̸=
√
2
2 , α2 ̸= 0, 6α2

1 + ε1 ̸= 0

(P) [𝑒1,𝑒2] = −
√
6
3 𝑒1, [𝑒2,𝑒3] = 2

√
6

3 𝑒3, [𝑒1,𝑒4] =
√
6
6 𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = α1𝑒1 + α2𝑒3 +

√
6
3 𝑒4, α1 > 0, α2 ̸= 0

Для метрической алгебры Ли (J) метрический тензор имеет вид:⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 0 −1

0 0 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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Для метрической алгебры Ли (K) метрический тензор имеет вид:⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Для метрической алгебры Ли (L) метрический тензор имеет вид:⎛⎜⎜⎜⎜⎝

ε1 0 0 0

0 ε2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Для метрической алгебры Ли (M) метрический тензор имеет вид:⎛⎜⎜⎜⎜⎝

0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Для метрических алгебр Ли (N), (O) метрический тензор имеет вид:⎛⎜⎜⎜⎜⎝

0 ε1 0 0

ε1 0 0 0

0 0 0 ε2

0 0 ε2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Для метрической алгебры Ли (P) метрический тензор имеет вид:⎛⎜⎜⎜⎜⎝

0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 ε2

0 0 ε2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Теорема 2.9. Все метрические алгебры Ли, приведенные в табл. 2, попарно
не изоморфны.

Доказательство. Метрические алгебры Ли с различными типами Сегре опера
тора Риччи не изоморфны, поскольку тип Сегре оператора Риччи инвариантен
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относительно изоморфизма. Таким образом, достаточно проверить изоморф
ность метрических алгебр Ли с одинаковым типом Сегре.

Рассмотрим метрические алгебры Ли, оператор Риччи которых имеет тип
Сегре {(112)}. Все девять метрических алгебр Ли имеют одинаковый оператор
Риччи

ρ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Рассмотрим образ Im(ρ) = span{𝑒3} оператора Риччи. Для метрической

алгебры Ли (C) Im(ρ) не является идеалом, а для (D)–(K) — является. Следо
вательно, данные метрические алгебры Ли не изоморфны.

Далее, для каждой метрической алгебры Ли рассмотрим коммутатор [g,g].
Для метрической алгебры Ли (D):

[g,g] = span{𝑒1 + 𝑒2,𝑒3} ⇒ dim ([g,g]) = 2.

Для метрических алгебр Ли (E)–(K):

[g,g] = span{𝑒1,𝑒2,𝑒3} ⇒ dim ([g,g]) = 3.

Следовательно, данные метрические алгебры Ли не изоморфны.
Затем, для метрических алгебр Ли (E)–(K) рассмотрим факторизацию g

по идеалу Im(ρ). Для метрической алгебры Ли (E):

[𝑥1, 𝑥3] = (α6 + α7)𝑥1 + α8𝑥2, [𝑥2, 𝑥3] = −α8ε1ε2𝑥1 + (α6 − α7)𝑥2.

Для метрической алгебры Ли (F):

[𝑥1, 𝑥3] = α6𝑥1 + (α8 + α9)𝑥2, [𝑥2, 𝑥3] = (α8 − α9)𝑥1 + α6𝑥2.

Для метрической алгебры Ли (G):

[𝑥1, 𝑥3] = (α6 + 1)𝑥1 + (α8 − 1)𝑥2, [𝑥2, 𝑥3] = (α8 + 1)𝑥1 + (α6 − 1)𝑥2.

Для метрической алгебры Ли (H):

[𝑥1, 𝑥3] = (α6 + α7)𝑥1 −
2α6α7 − ε3

2α6
, [𝑥2, 𝑥3] =

2α6α7 + ε3
2α6

𝑥1 + (α6 − α7)𝑥2.
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Для метрической алгебры Ли (I):

[𝑥1, 𝑥3] = −
√
2

2
𝑥1 + α6𝑥2, [𝑥2, 𝑥3] = −α6𝑥1 +

√
2

2
𝑥2.

Для метрической алгебры Ли (J):

[𝑥1, 𝑥3] = −
√
6

2
𝑥1 + (1 + α6)𝑥2, [𝑥2, 𝑥3] = (α6 − 1)𝑥1 +

√
6

2
𝑥2.

Для метрической алгебры Ли (K):

[𝑥1, 𝑥3] = −
√
2

2
𝑥1 + (1 + α6)𝑥2, [𝑥2, 𝑥3] = (α6 − 1)𝑥1 +

√
2

2
𝑥2.

Для метрических алгебр Ли (E)–(H) факторалгебра g/ Im(ρ) неунимо
дулярна, а для (I)–(K) — унимодулярна (т.е. след всех внутренних диффе
ренцирований равен нулю). Следовательно, данные метрические алгебры Ли
не изоморфны.

Далее заметим, что метрическая алгебра Ли (I) имеет скалярное про
изведение с сигнатурой (1, 1, 1, −1) или (1, −1, −1, −1), а метрические
алгебры Ли (J), (K) — с сигнатурой (1, 1, −1, −1). Кроме того, метрическая
алгебра Ли (J) имеет отрицательно полуопределенный тензор Риччи, а (K) —
положительно полуопределенный. Следовательно, данные метрические алгеб
ры Ли не изоморфны.

Предположим, что метрические алгебры Ли (E)–(H) изоморфны. Тогда
изоморфизм должен сохранять оператор Риччи и переводить скалярное про
изведение одной метрической алгебры Ли в скалярное произведение другой,
а значит, задаваться матрицей⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝐴11 𝐴12 0 𝐴14

−ε1ε2δ5𝐴12 δ5𝐴11 0 𝐴24

𝐴12𝐴24δ5−𝐴11𝐴14

δ4ε1ε3
−𝐴11𝐴24δ5ε2+𝐴12𝐴14ε1

δ4ε3
δ4 −δ4ε3(𝐴

2
14ε1+𝐴2

24ε2)
2

0 0 0 δ4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где δ𝑖 = ±1, ε𝑖 = ±1 и 𝐴2

11 − 𝐴2
12 ̸= 0.

Далее параметры первой метрической алгебры Ли будем обозначать α𝑖,
ε𝑖, а второй — β𝑖, ω𝑖. Структурные константы первой алгебры Ли после изо
морфизма будем обозначать

(︀
𝐶𝑘

𝑖𝑗

)︀′, второй — 𝑍𝑘
𝑖𝑗.

Рассмотрим изоморфизм, переводящий метрическую алгебру Ли (E) в (H).
Тогда необходимо выполняется равенство между структурными константами(︀

𝐶1
14

)︀′
= 𝑍1

14,
(︀
𝐶2

24

)︀′
= 𝑍2

24,
(︀
𝐶3

34

)︀′
= 𝑍3

34,



97

которое имеет вид

α1δ4 − α2δ4 + 2𝐴2
11α2δ4ε1 = β1 + β2,

α1δ4 + α2δ4 − 2𝐴2
11α2δ4ε1 = β1 − β2,

δ4
(︀
2α2

1 + 2α2
2 + ε3

)︀
α1

=
2β2

1 + ε3
β1

.

Но данная система не имеет решения, поскольку α2 > 0.
Рассмотрим изоморфизм, переводящий метрическую алгебру Ли (F) в (H).

Тогда необходимо выполняется равенство между структурными константами(︀
𝐶1

14

)︀′
= 𝑍1

14,
(︀
𝐶2

24

)︀′
= 𝑍2

24,
(︀
𝐶3

34

)︀′
= 𝑍3

34,

которое имеет вид

α1δ4 + 2𝐴11𝐴12α3δ4 = β1 + β2,

α1δ4 − 2𝐴11𝐴12α3δ4 = β1 − β2,

δ4
(︀
2α2

1 − 2α2
3 + ε3

)︀
α1

=
2β2

1 + ε3
β1

.

Но данная система не имеет решения, так как α3 > 0.
Рассмотрим изоморфизм, переводящий метрическую алгебру Ли (G)

в (H). Тогда необходимо выполняется равенство между структурными констан
тами (︀

𝐶1
14

)︀′
= 𝑍1

14,
(︀
𝐶2

14

)︀′
= 𝑍2

14,
(︀
𝐶3

14

)︀′
= 𝑍3

14,(︀
𝐶1

24

)︀′
= 𝑍1

24,
(︀
𝐶2

24

)︀′
= 𝑍2

24,
(︀
𝐶3

24

)︀′
= 𝑍3

24,

которое имеет вид

δ4 ((α1 + 1)𝐴11 + (α1 − 1)𝐴12)

𝐴11 + 𝐴12
= β1 + β2,

δ5δ4 ((α2 − 1)𝐴11 + (α2 + 1)𝐴12)

𝐴11 + 𝐴12
=
ε3 − 2β1β2

2β1
,

2 (𝐴12 (𝐴24 (α2 + 1) δ5 + 𝐴14)− (𝐴14 − 𝐴24 (α2 − 1) δ5)𝐴11) ε3
𝐴11 + 𝐴12

+
𝐴14

α1
= 2,

δ5δ4 ((α2 + 1)𝐴11 + (α2 − 1)𝐴12)

𝐴11 + 𝐴12
=

2β1β2 + ε3
2β1

,

δ4 ((α1 − 1)𝐴11 + (α1 + 1)𝐴12)

(𝐴11 + 𝐴12)
= β1 − β2,
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2ε3 (𝐴12 (𝐴24 − 𝐴14 (α2 − 1) δ5)− (𝐴14 (α2 + 1) δ5 + 𝐴24)𝐴11)

𝐴11 + 𝐴12
− 𝐴24

α1
= 2.

Но данная система не имеет решения, поскольку изоморфизм обязан иметь
невырожденную матрицу.

Рассмотрим изоморфизм, переводящий метрическую алгебру Ли (E)
в (G). Тогда необходимо выполняется равенство между структурными констан
тами (︀

𝐶1
14

)︀′
= 𝑍1

14,
(︀
𝐶2

14

)︀′
= 𝑍2

14,
(︀
𝐶3

14

)︀′
= 𝑍3

14,(︀
𝐶1

24

)︀′
= 𝑍1

24,
(︀
𝐶2

24

)︀′
= 𝑍2

24,
(︀
𝐶3

24

)︀′
= 𝑍3

24,
(︀
𝐶3

34

)︀′
= 𝑍3

34,

которое имеет вид

δ4
(︀
2𝐴2

11α2ε1 + α1 − α2

)︀
= β1 + 1,

δ5 (α3 − 2𝐴11𝐴12α2ε2+) δ4 = β2 − 1,(︀(︀(︀(︀
2ε1 − 4𝐴2

11

)︀
𝐴14 + 4𝐴11𝐴12𝐴24δ5

)︀
α2 − 2ε2𝐴24α3δ5

)︀
α1 + 2𝐴14α

2
2ε1
)︀
ε3+

+𝐴14ε1 = 0,

−δ5 (2𝐴11𝐴12α2 + α3ε2) ε1δ4 = β2 + 1,

−δ4
(︀
2𝐴2

11α2ε1 − α1 − α2

)︀
= β1 − 1,(︀(︀(︀(︀

4𝐴2
11ε1 − 2

)︀
𝐴24α2 + 2𝐴14α3δ5

)︀
α1 + 2𝐴24α

2
2

)︀
ε3 + 𝐴24

)︀
ε2+

+4ε3𝐴11𝐴12𝐴14α2δ5α1 = 0,

δ4
(︀
2α2

1 + 2α2
2 + ε3

)︀
α1

=
2β2

1 + ε3
β1

.

Но данная система не имеет решения, так как изоморфизм обязан иметь невы
рожденную матрицу.

Рассмотрим изоморфизм, переводящий метрическую алгебру Ли (F) в (G).
Тогда необходимо выполняется равенство между структурными константами(︀

𝐶1
14

)︀′
= 𝑍1

14,
(︀
𝐶2

14

)︀′
= 𝑍2

14,
(︀
𝐶3

14

)︀′
= 𝑍3

14,(︀
𝐶1

24

)︀′
= 𝑍1

24,
(︀
𝐶2

24

)︀′
= 𝑍2

24,
(︀
𝐶3

24

)︀′
= 𝑍3

24,
(︀
𝐶3

34

)︀′
= 𝑍3

34,

которое имеет вид

δ4 (2𝐴11𝐴12α3 + α1) = β1 + 1,

δ5δ4
(︀
2𝐴2

11α3 + α2 − α3

)︀
= β2 − 1,
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(︀(︀(︀(︀
4𝐴2

11 − 2
)︀
𝐴24δ5 − 4𝐴11𝐴12𝐴14

)︀
α3 + 2𝐴24α2δ5

)︀
α1 − 2𝐴14α

2
3

)︀
ε3 + 𝐴14 = 0,

−δ5δ4
(︀
2𝐴2

11α3 − α2 − α3

)︀
= β2 + 1,

− (2𝐴11𝐴12α3 − α1) δ4 = β1 − 1,(︀(︀(︀(︀
4𝐴2

11 − 2
)︀
𝐴14δ5 − 4𝐴11𝐴12𝐴24

)︀
α3 − 2𝐴14α2δ5

)︀
α1 + 2𝐴24α

2
3

)︀
ε3 − 𝐴24 = 0,

δ4
(︀
2α2

1 − 2α2
3 + ε3

)︀
α1

=
2β2

1 + ε3
β1

.

Но данная система не имеет решения, поскольку изоморфизм обязан иметь
невырожденную матрицу.

Рассмотрим изоморфизм, переводящий метрическую алгебру Ли (E) в (F).
Тогда необходимо выполняется равенство между структурными константами(︀

𝐶1
14

)︀′
= 𝑍1

14,
(︀
𝐶2

14

)︀′
= 𝑍2

14,
(︀
𝐶3

14

)︀′
= 𝑍3

14,(︀
𝐶1

24

)︀′
= 𝑍1

24,
(︀
𝐶2

24

)︀′
= 𝑍2

24,
(︀
𝐶3

24

)︀′
= 𝑍3

24,
(︀
𝐶3

34

)︀′
= 𝑍3

34,

которое имеет вид

δ4
(︀
2𝐴2

11α2ε1 + α1 − α2

)︀
= β1,

−δ4δ5 (2𝐴11𝐴12α2ε2 − α3) = β2 + β3,(︀(︀(︀(︀
2ε1 − 4𝐴2

11

)︀
𝐴14 + 4𝐴11𝐴12𝐴24δ5

)︀
α2 − 2ε2𝐴24α3δ5

)︀
α1 + 2𝐴14α

2
2ε1
)︀
ε3+

+𝐴14ε1 = 0,

−δ4ε1 (2𝐴11𝐴12α2 + α3ε2) δ5 = β8 − β9,

−δ4
(︀
2𝐴2

11α2ε1 − α1 − α2

)︀
= β1,(︀(︀(︀(︀

4𝐴2
11ε1 − 2

)︀
𝐴24α2 + 2𝐴14α3δ5

)︀
α1 + 2𝐴24α

2
2

)︀
ε3 + 𝐴24

)︀
ε2+

+4𝐴11𝐴12𝐴14α1α2δ5ε3 = 0,

δ4
(︀
2α2

1 + 2α2
2 + ε3

)︀
α1

=
2β2

1 − 2β2
3 + ε3

β1
.

Но данная система не имеет решения, так как изоморфизм обязан иметь невы
рожденную матрицу.

Далее, рассмотрим метрические алгебры Ли, оператор Риччи которых
имеет тип Сегре {22}. Все четыре метрические алгебры Ли имеют одинаковый
оператор Риччи

ρ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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Для каждой метрической алгебры Ли рассмотрим коммутатор [g,g]. Для
метрических алгебр Ли (M)–(N):

[g,g] = span{𝑒1,𝑒3} ⇒ dim ([g,g]) = 2.

Для метрических алгебр Ли (O)–(P):

[g,g] = span{𝑒1,𝑒3,𝑒4} ⇒ dim ([g,g]) = 3.

Следовательно, данные метрические алгебры Ли не изоморфны.
Предположим, что метрические алгебры Ли (M), (N) и (O), (P) изо

морфны. Тогда изоморфизм должен сохранять оператор Риччи и переводить
скалярное произведение одной метрической алгебры Ли в скалярное произведе
ние другой, а значит, задаваться матрицей⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝐴11 𝐴12 𝐴13 𝐴14

0 𝐴11 0 𝐴13

−ε1ε2δ4𝐴13 𝐴32 δ4𝐴11 𝐴34

0 −ε1ε2δ4𝐴13 0 δ4𝐴11

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
где δ𝑖 = ±1, ε𝑖 = ±1 и 𝐴2

11 − 𝐴2
13 ̸= 0.

Рассмотрим изоморфизм, переводящий метрическую алгебру Ли (M)
в (N). Тогда необходимо выполняется равенство между структурными констан
тами (︀

𝐶3
14

)︀′
= 𝑍3

14,
(︀
𝐶1

34

)︀′
= 𝑍1

34,

которое имеет вид

2
(︀
2𝐴2

11ω1 − 2𝐴11𝐴13ω1 + 1
)︀
α1 − 𝐴11ω1 (𝐴11 − 2𝐴13)

√
2 = 0,(︀

𝐴2
11ω1 − 2𝐴11𝐴13ω1 + 1

)︀√
2− 2

(︀
2𝐴2

11ω1 − 2𝐴11𝐴13ω1 + 1
)︀
α1 = 0.

Но данная система не имеет решения, так как изоморфизм обязан иметь невы
рожденную матрицу.

Рассмотрим изоморфизм, переводящий метрическую алгебру Ли (O)
в (P). Тогда необходимо выполняется равенство между структурными констан
тами (︀

𝐶1
24

)︀′
= 𝑍1

24,
(︀
𝐶2

24

)︀′
= 𝑍2

24,

которое имеет вид

(2𝐴14δ4ε2 + 𝐴32)
√
6𝐴2

13 −
(︁
𝐴11 (𝐴12δ4 + 2𝐴34)

√
6 + 6ω1δ4α2

)︁
𝐴13−

−6ω1𝐴11α2δ4 = 0,



101

𝐴13δ4ω1 = 0.

Но данная система не имеет решения, поскольку изоморфизм обязан иметь
невырожденную матрицу.

В заключении отметим, что полученная классификация содержит 16 мет
рических алгебр Ли: 1 из них имеет скалярное произведение лоренцевой
сигнатуры, 11 — нейтральной сигнатуры, а 4 допускают скалярное произве
дение как лоренцевой, так и нейтральной сигнатуры.
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Глава 3. Четырехмерные локально однородные псевдоримановы
многообразия с изотропным тензором Схоутена–Вейля

Результаты данной главы опубликованы в работах [A9; A18].

3.1 Вычисление компонент инвариантных тензорных полей
на локально однородных (псевдо)римановых многообразиях

Пусть (𝑀 = 𝐺/𝐻,𝑔) — локально однородное (псевдо)риманово многообра
зие размерности 𝑚. Пусть g — алгебра Ли группы 𝐺, h — подалгебра изотропии
(алгебра Ли группы 𝐻), m = g/h — фактор-пространство, являющиеся допол
нением к h в g.

Пара (g,h) определяет представление изотропии ψ : h → gl (m) правилом
ψ𝑋 (𝑌 ) = [𝑋,𝑌 ]m. Каждая инвариантная (псевдо)риманова метрика на од
нородном пространстве 𝐺/𝐻 соответствует невырожденной симметричной
билинейной форме 𝑔 на m, которая определяется равенством

(ψ𝑋)
𝑡 · 𝑔 + 𝑔 ·ψ𝑋 = 0, ∀𝑋 ∈ h, (3.1)

где (ψ𝑋)
𝑡 — транспонированная матрица. Данная билинейная форма определя

ет связность Леви–Чивита ∇ : g → gl (m) равенством

∇𝑋 (𝑌m) =
1

2
[𝑋,𝑌 ]m + 𝑣 (𝑋,𝑌 ) ,

где 𝑣 : g × g → m определяется через равенство

2𝑔 (𝑣 (𝑋,𝑌 ) ,𝑍m) = 𝑔 (𝑋m, [𝑍,𝑌 ]m) + 𝑔 (𝑌m, [𝑍,𝑋]m) .

Тензор кривизны 𝑅 : m × m → gl (m) определяется выражением

𝑅 (𝑋,𝑌 ) = [∇𝑌 ,∇𝑋 ] +∇[𝑋,𝑌 ].

Тензор Риччи, скалярная кривизна, тензор одномерной кривизны и тензор
Схоутена–Вейля определяются аналогично общему случаю (псевдо)римановых
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многообразий. Отметим однако, что в случае локально однородных (псев
до)римановых многообразий скалярная кривизна постоянно, поэтому для опре
деления тензора Схоутена–Вейля можно использовать равенство

𝑆𝑊 (𝑋,𝑌,𝑍) =
1

𝑛− 2
(∇𝑍𝑟 (𝑋,𝑌 )−∇𝑌 𝑟 (𝑋,𝑍)) .

Квадрат длины тензора Схоутена–Вейля ‖𝑆𝑊‖2 определяется как полная
свертка тензора Схоутена–Вейля с метрическим тензором по каждому индексу.

Определение 3.1. Тензор Схоутена–Вейля 𝑆𝑊 будем называть изотропным,
если квадрат его длины равен нулю (‖𝑆𝑊‖2 = 0), а сам тензор не равен ну
лю (𝑆𝑊 ̸= 0).

Далее приведем алгоритм, позволяющий вычислять компоненты тензо
ра Схоутена–Вейля 𝑆𝑊 и квадрат его длины ‖𝑆𝑊‖2 на локально однородном
(псевдо)римановом пространстве (см. подробнее [18; 43]).

Пусть, как и ранее, (𝑀 = 𝐺/𝐻,𝑔) — локально однородное (псевдо)рима
ново многообразие размерности 𝑚, g — алгебра Ли группы 𝐺, h — подалгебра
изотропии, m = g/h дополнение в g к h, ℎ = dim h.

Пусть {𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒ℎ, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚} — базис в g, где {𝑒𝑖} и {𝑢𝑖} есть бази
сы h и m соответственно. Положим

[𝑢𝑖,𝑢𝑗]m = 𝑐𝑘𝑖𝑗𝑢𝑘, [𝑢𝑖,𝑢𝑗]h = 𝐶𝑘
𝑖𝑗𝑒𝑘, [ℎ𝑖,𝑢𝑗]m = 𝑐𝑘𝑖𝑗𝑢𝑘,

где 𝑐𝑘𝑖𝑗, 𝐶𝑘
𝑖𝑗 и 𝑐𝑘𝑖𝑗 — массивы соответствующих размеров.

Первым шагом является вычисление представления изотропии ψ на ба
зисных векторах h:

(ψ𝑖)
𝑘
𝑗 = (ψ (𝑒𝑖))

𝑘
𝑗 = 𝑐𝑘𝑖𝑗 (3.2)

и запись системы уравнений (3.1).
Далее вычисляются компоненты связности Леви–Чивита ∇ с помощью

известного метрического тензора 𝑔𝑖𝑗 и структурных констант 𝑐𝑘𝑖𝑗, 𝐶𝑘
𝑖𝑗 и 𝑐𝑘𝑖𝑗:

Γ𝑘
𝑖𝑗 =

1

2

(︀
𝑐𝑘𝑖𝑗 + 𝑔𝑠𝑘𝑐𝑙𝑠𝑗𝑔𝑖𝑙 + 𝑔𝑠𝑘𝑐𝑙𝑠𝑖𝑔𝑗𝑙

)︀
, Γ̄𝑘

𝑖𝑗 =
1

2
𝑐𝑘𝑖𝑗 −

1

2
𝑔𝑠𝑘𝑐𝑙𝑖𝑠𝑔𝑗𝑙, (3.3)

где ∇𝑢𝑖
𝑢𝑗 = Γ𝑘

𝑖𝑗𝑢𝑘, ∇ℎ𝑖
𝑢𝑗 = Γ̄𝑘

𝑖𝑗𝑢𝑘,
{︀
𝑔𝑖𝑗
}︀

— матрица обратная к {𝑔𝑖𝑗}.
Следующим шагом является вычисление компонент тензора кривизны 𝑅

и тензора Риччи 𝑟:

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑠 =
(︁
Γ𝑙
𝑖𝑘Γ

𝑝
𝑗𝑙 − Γ𝑙

𝑗𝑘Γ
𝑝
𝑖𝑙 + 𝑐𝑙𝑖𝑗Γ

𝑝
𝑙𝑘 + 𝐶 𝑙

𝑖𝑗Γ̄
𝑝
𝑙𝑘

)︁
𝑔𝑝𝑠, 𝑟𝑖𝑘 = 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑠𝑔

𝑗𝑠. (3.4)



104

В конце вычисляются компоненты тензора Схоутена–Вейля

𝑆𝑊𝑖𝑗𝑘 =
1

𝑛− 2
(𝑟𝑖𝑗,𝑘 − 𝑟𝑖𝑘,𝑗) =

1

𝑛− 2

(︀
𝑟𝑠𝑘Γ

𝑠
𝑗𝑖 + 𝑟𝑖𝑠Γ

𝑠
𝑗𝑘 − 𝑟𝑠𝑗Γ

𝑠
𝑘𝑖 − 𝑟𝑖𝑠Γ

𝑠
𝑘𝑗

)︀
и квадрат длины тензора Схоутена–Вейля

‖𝑆𝑊‖2 = 𝑆𝑊𝑖𝑗𝑘𝑆𝑊αβγ𝑔
𝑖α𝑔𝑗β𝑔𝑘γ.

В данной работе мы будем использовать классификацию четырехмерных
локально однородных (псевдо)римановых многообразий полученную в рабо
те [44]. Данная классификация приведена в табл. А.1 в приложении. Для каждо
го случая указаны скобки Ли, определяющие алгебру Ли группы 𝐺, параметры
могут принимать любые действительные значения, если не указано обратное;
во всех случаях подалгебра изотропии h = span (𝑒𝑖), дополнение m = span (𝑢𝑖).
Далее по тексту мы будем ссылаться на случаи из данной классификации
по их номеру (например, “2.13.5”).

Ниже по тексту, при указании вида инвариантной метрики, мы будем ссы
латься на табл. 3. Так, например, фраза “Метрический тензор имеет вид 4”
означает, что матрица метрического тензора имеет вид, приведенный в табл. 3
под номером 4 вместе с соответствующими ограничениями на компоненты мет
рического тензора.

3.2 Кривизна четырехмерных локально однородных
псевдоримановых многообразий с нетривиальной подгруппой

изотропии

В данном разделе мы приведем некоторые теоремы о четырехмерных
локально однородных (псевдо)римановых многообразиях с ограничениями
на тензоры кривизны. Но сначала упомянем следующую лемму, доказатель
ство которой приводится, например, в [1].

Лемма 3.1 ([1]). Пусть {𝑅 = 0} обозначает класс всех плоских (псев
до)римановых многообразий; {𝑟 = 0} — класс многообразий с нулевым
тензором Риччи; {∇𝑅 = 0} — класс локально симметричных; {𝑊 = 0} —
класс конформно плоских многообразий; {∇𝑟 = 0} — класс Риччи параллель
ных многообразий; {∇𝑊 = 0} — класс многообразий с параллельным тензором
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Таблица 3 — Вид инвариантного метрического тензора

№
Матрица

метрического
тензора

Ограничения №
Матрица

метрического
тензора

Ограничения

1

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 α13 0

0 α22 0 α24

α13 0 0 0

0 α24 0 α44

⎞⎟⎟⎟⎠ α13 ̸= 0,
α2
24 ̸= α22α44

9

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 α24 0

0 α22 0 α24

α24 0 0 0

0 α24 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ α24 ̸= 0

2

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 α13 0

0 0 0 α24

α13 0 0 0

0 α24 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ α13 ̸= 0,
α24 ̸= 0

10

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 α24 0

0 0 α23 α24

α24 α23 0 0

0 α24 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ α24 ̸= 0

3

⎛⎜⎜⎜⎝
α33 0 0 0

0 α22 0 α24

0 0 α33 0

0 α24 0 α44

⎞⎟⎟⎟⎠ α33 ̸= 0,
α2
24 ̸= α22α44

11

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0 −α23

0 0 α23 0

0 α23 α44 0

−α23 0 0 α44

⎞⎟⎟⎟⎠ α23 ̸= 0

4

⎛⎜⎜⎜⎝
α33 0 0 0

0 α44 0 0

0 0 α33 0

0 0 0 α44

⎞⎟⎟⎟⎠ α33 ̸= 0,
α44 ̸= 0

12

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 α24 0

0 0 0 α24

α24 0 α33 0

0 α24 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ α24 ̸= 0

5

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0 −α23

0 0 α23 0

0 α23 α33 α34

−α23 0 α34 α44

⎞⎟⎟⎟⎠ α23 ̸= 0 13

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 α44 0

0 α44 0 0

α44 0 α33 0

0 0 0 α44

⎞⎟⎟⎟⎠ α44 ̸= 0

6

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 −α22 0

0 α22 0 0

−α22 0 α33 α34

0 0 α34 α44

⎞⎟⎟⎟⎠ α22 ̸= 0,
α44 ̸= 0

14

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 α24 0

0 0 0 α24

α24 0 0 0

0 α24 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ α24 ̸= 0

7

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 α13 0

0 α44 0 0

α13 0 0 0

0 0 0 α44

⎞⎟⎟⎟⎠ α13 ̸= 0,
α44 ̸= 0

15

⎛⎜⎜⎜⎝
α44 0 0 0

0 α44 0 0

0 0 α44 0

0 0 0 α44

⎞⎟⎟⎟⎠ α44 ̸= 0

8

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 −α24 α23

0 0 α23 α24

−α24 α23 0 0

α23 α24 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ α2
23 + α

2
24 ̸= 0

Вейля; {𝑆𝑊 = 0} — класс многообразий с нулевым тензором Схоутена–Вей
ля. Тогда выполняются следующие включения:

– {𝑅 = 0} ⊆ {𝑟 = 0}, {𝑅 = 0} ⊆ {∇𝑅 = 0}, {𝑅 = 0} ⊆ {𝑊 = 0};
– {𝑟 = 0} ⊆ {∇𝑟 = 0}, {∇𝑅 = 0} ⊆ {∇𝑟 = 0};
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– {𝑊 = 0} ⊆ {∇𝑊 = 0}, {∇𝑅 = 0} ⊆ {∇𝑊 = 0};
– {∇𝑟 = 0} ⊆ {𝑆𝑊 = 0}, {∇𝑊 = 0} ⊆ {𝑆𝑊 = 0}.

Теорема 3.2. Пусть 𝐺/𝐻 — четырехмерное локально однородное (псевдо)ри
маново многообразие с нетривиальной подгруппой изотропии. Тогда (𝐺/𝐻,𝑔)

является плоским многообразием (т.е. 𝑅 = 0) для любой инвариантной мет
рики 𝑔 тогда и только тогда, когда 𝐺/𝐻 содержится в списке:

1.11.9, 1.11.10, 1.12.12, 1.13.1, 1.14.1, 1.15.1, 1.16.1, 1.21.1,
1.22.1, 1.31.18, 1.31.32, 1.41.23, 1.41.26, 2.11.3, 2.12.6, 2.13.6,
2.14.2, 2.21.6, 2.21.7, 2.22.4, 2.23.1, 2.31.1, 2.41.3, 2.51.14,
2.52.7, 3.11.1, 3.12.1, 3.21.2, 3.21.4, 3.22.2, 3.31.4, 3.32.4,
3.41.1, 3.42.1, 3.51.4, 3.52.4, 4.11.1, 4.12.1, 4.21.2, 4.22.3,
4.23.2, 4.31.2, 5.11.1, 6.11.2, 6.12.3, 6.13.3

Замечание 3.3. Всего в теореме 3.2 перечислено 46 типов локально однород
ных пространств.

Доказательство. Ниже мы подробно рассмотрим случай 1.11.9. Остальные слу
чаи рассматриваются аналогично.

Для случая 1.11.9 существует базис {𝑒1,𝑢1,𝑢2,𝑢3,𝑢4} в g такой, что ненуле
вые скобки Ли имеют вид

[𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] =
1

2
𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = −1

2
𝑢4, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢2.

Далее, обозначая m = span{𝑢1,𝑢2,𝑢3,𝑢4} и с использованием (3.1) и (3.2), мы
получаем представление изотропии и вид инвариантного метрического тензора
в данном базисе:

ψ1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1
2 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 α13 0

0 0 0 α24

α13 0 0 0

0 α24 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Так как 𝑔 невырождена, то α13α24 ̸= 0. Компоненты связности Леви-Чивита
определяются с помощью (3.3):

(Γ1)
𝑘
𝑗 = (Γ2)

𝑘
𝑗 = (Γ3)

𝑘
𝑗 = 0,
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(Γ4)
𝑘
𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 α24

α13

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (Γ̄1)
𝑘
𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1
2 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Далее с помощью (3.4) убеждаемся, что все компоненты тензора кривизны 𝑅

тождественно равны нулю.
Остальные случаи теоремы 3.2 рассматриваются аналогично.

Доказательство теорем 3.4, 3.6, 3.8, 3.10 и 3.12 аналогично доказательству
теоремы 3.2 и основывается на прямых вычислениях, поэтому мы приводить
их не будем.

Теорема 3.4. Пусть 𝐺/𝐻 — четырехмерное локально однородное (псевдо)ри
маново многообразие с нетривиальной подгруппой изотропии (кроме тех, что
перечислены в теореме 3.2). Тогда (𝐺/𝐻,𝑔) является Риччи плоским много
образием (т.е. 𝑟 = 0) для любой инвариантной метрики 𝑔 тогда и только
тогда, когда 𝐺/𝐻 содержится в списке:

1.31.17, 1.31.23, 1.31.31, 2.21.5, 2.22.3, 2.51.2, 2.51.11, 2.51.12,
2.51.13, 2.52.6, 3.21.3, 4.31.1

Замечание 3.5. Всего в теореме 3.4 перечислено 12 типов локально однород
ных пространств.

Теорема 3.6. Пусть 𝐺/𝐻 — четырехмерное локально однородное (псевдо)ри
маново многообразие с нетривиальной подгруппой изотропии (кроме тех, что
перечислены в теореме 3.2). Тогда (𝐺/𝐻,𝑔) является конформно плоским мно
гообразием (т.е. 𝑊 = 0) для любой инвариантной метрики 𝑔 тогда и только
тогда, когда 𝐺/𝐻 содержится в списке:

1.41.8, 2.21.2, 2.21.3, 2.41.1, 2.41.2, 2.51.4, 2.51.6, 2.51.9, 2.51.10,
3.21.1, 3.22.1, 3.31.1, 3.31.2, 3.31.3, 3.32.1, 3.32.2, 3.32.3, 3.51.1,
3.51.2, 3.51.3, 3.52.1, 3.52.2, 3.52.3, 6.11.1, 6.12.1, 6.12.2, 6.13.1,
6.13.2

Замечание 3.7. Всего в теореме 3.6 перечислено 28 типов локально однород
ных пространств.
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Теорема 3.8. Пусть 𝐺/𝐻 — четырехмерное локально однородное (псевдо)ри
маново многообразие с нетривиальной подгруппой изотропии (кроме тех, что
перечислены в теореме 3.2). Тогда (𝐺/𝐻,𝑔) является локально симметрич
ным многообразием (т.е. ∇𝑅 = 0) для любой инвариантной метрики 𝑔 тогда
и только тогда, когда 𝐺/𝐻 содержится в списке:

1.11.5, 1.11.6, 1.11.7, 1.12.6, 1.12.7, 1.12.8, 1.12.9, 1.12.10,
1.31.11, 1.31.17, 1.31.31, 1.41.8, 1.41.14, 1.41.21, 1.41.22, 1.41.24,
1.41.25, 2.11.1, 2.11.2, 2.12.1, 2.12.2, 2.12.3, 2.12.4, 2.12.5,
2.13.1, 2.13.2, 2.13.3, 2.13.4, 2.13.5, 2.14.1, 2.21.1, 2.21.4,
2.21.5, 2.22.1, 2.22.2, 2.22.3, 2.41.1, 2.41.2, 2.51.2, 2.51.6,
2.51.7, 2.51.8, 2.51.9, 2.51.10, 2.51.11, 2.51.12, 2.51.13, 2.52.4,
2.52.5, 2.52.6, 3.21.1, 3.21.3, 3.22.1, 3.31.2, 3.31.3, 3.32.2,
3.32.3, 3.51.1, 3.51.2, 3.51.3, 3.52.1, 3.52.2, 3.52.3, 4.21.1,
4.22.1, 4.22.2, 4.23.1, 4.31.1, 6.11.1, 6.12.1, 6.12.2, 6.13.1,
6.13.2

Замечание 3.9. Всего в теореме 3.8 перечислено 73 типа локально однород
ных пространств.

Теорема 3.10. Пусть 𝐺/𝐻 — четырехмерное локально однородное (псевдо)ри
маново многообразие с нетривиальной подгруппой изотропии (кроме тех, что
перечислены в теоремах 3.2, 3.4 и 3.8). Тогда (𝐺/𝐻,𝑔) является Риччи парал
лельным многообразием (т.е. ∇𝑟 = 0) для любой инвариантной метрики 𝑔

тогда и только тогда, когда 𝐺/𝐻 содержится в списке:

1.31.3, 1.31.6, 1.31.8, 1.31.9, 1.31.10, 1.31.20, 1.41.13, 1.41.15,
1.41.16, 1.41.17, 1.41.18, 1.41.19, 1.41.20, 2.51.5, 2.52.3

Замечание 3.11. Всего в теореме 3.10 перечислено 15 типов локально одно
родных пространств.

Теорема 3.12. Пусть 𝐺/𝐻 — четырехмерное локально однородное (псевдо)ри
маново многообразие с нетривиальной подгруппой изотропии (кроме тех, что
перечислены в теоремах 3.2, 3.4, 3.6, 3.8 и 3.10). Тогда (𝐺/𝐻,𝑔) имеет нулевой
тензор Схоутена–Вейля (т.е. 𝑆𝑊 = 0) для любой инвариантной метрики 𝑔

тогда и только тогда, когда 𝐺/𝐻 содержится в списке:
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1.31.2, 1.31.4, 1.31.5, 1.31.7, 1.31.12, 1.31.13, 1.31.14, 1.31.15,
1.31.16, 1.31.19, 1.31.21, 1.31.22, 1.31.24, 1.31.25, 1.31.26, 1.31.27,
1.31.28, 1.31.29, 1.31.30, 1.41.9, 1.41.10, 1.41.11, 1.41.12, 2.51.3,
2.52.2

Замечание 3.13. Всего в теореме 3.12 перечислено 25 типов локально одно
родных пространств.

3.3 Изотропный тензор Схоутена–Вейля четырехмерных локально
однородных псевдоримановых многообразий с нетривиальной

подгруппой изотропии

Доказательство классификационной теоремы 3.19 основывается на пред
ложениях, которые будут доказаны далее. Сама теорема 3.19 приведена в конце
данного раздела.

Предложение 3.14. Пусть (𝑀 = 𝐺/𝐻, 𝑔) — локально однородное (псевдо)ри
маново многообразие размерности 4 с нетривиальной подгруппой изотропии.
Тогда тензор Схоутена–Вейля многообразия (𝐺/𝐻,𝑔) равен нулю для любой
инвариантной метрики 𝑔, если и только если 𝐺/𝐻 содержится в следующем
списке:

1.11.(5-7,9,10) 1.12.(6-10) 1.12.12 1.13.1 1.14.1 1.15.1

1.16.1 1.21.1 1.22.1 1.31.(2-32) 1.41.(8-26) 2.11.(1-3)
2.12.(1-6) 2.13.(1-6) 2.14.(1,2) 2.21.(1-7) 2.22.(1-4) 2.23.1

2.31.1 2.41.(1-3) 2.51.(2-14) 2.52.(2-7) 3.11.1 3.12.1

3.21.(1-4) 3.22.(1,2) 3.31.(1-4) 3.32.(1-4) 3.41.1 3.42.1

3.51.(1-4) 3.52.(1-4) 4.11.1 4.12.1 4.21.(1,2) 4.22.(1-3)
4.23.(1,2) 4.31.(1,2) 5.11.1 6.11.(1,2) 6.12.(1-3) 6.13.(1-3)

Доказательство. Данное предложение является прямым следствием тео
рем 3.2, 3.4, 3.6, 3.8, 3.10 и 3.12 в силу леммы 3.1.

Предложение 3.15. Пусть (𝑀 = 𝐺/𝐻, 𝑔) — локально однородное (псевдо)ри
маново многообразие размерности 4 с нетривиальной подгруппой изотропии.
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Тогда, если 𝐺/𝐻 есть случай 1.11.8 или 1.12.11, то квадрат длины тензора
Схоутена–Вейля ‖𝑆𝑊‖2 не равен нулю ни для какой инвариантной метри
ки 𝑔.

Доказательство. Случай 1.11.8. В данном случае скобки Ли имеют следую
щий вид:

[𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] =
1

2
𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = −1

2
𝑢4,

[𝑢1,𝑢3] = −2𝑒1, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑢4,

где h = span (𝑒1), m = span (𝑢1,𝑢2,𝑢3,𝑢4).
Вычислим представление изотропии (3.2):

ψ1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1
2 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Пусть метрический тензор имеет вид:

𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 α13 α14

α12 α22 α23 α24

α13 α23 α33 α34

α14 α24 α34 α44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

тогда условие инвариантности метрического тензора (3.1) будет иметь вид:

α22 = 0, 2α11 = 0,
3

2
α12 = 0,

1

2
α14 = 0,

−1

2
α23 = 0, −2α33 = 0, −3

2
α34 = 0, −α44 = 0.

Таким образом, инвариантный метрический тензор имеет вид 2.
Нетривиальными компонентами тензора Схоутена–Вейля являются:

𝑆𝑊223 = −𝑆𝑊232 = −𝑆𝑊441 =
3α24

2α13
.

Квадрат длины тензора Схоутена–Вейля имеет следующий вид:

‖𝑆𝑊‖2 = − 9

α3
13

.
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Он, очевидно, не равен нулю ни для какой инвариантной метрики 𝑔.
Случай 1.12.11. В данном случае скобки Ли имеют следующий вид:

[𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢2] =
1

2
𝑢4, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1,

[𝑒1,𝑢4] = −1

2
𝑢2, [𝑢1,𝑢2] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = −4𝑒1,

[𝑢1,𝑢4] = −𝑢4, [𝑢2,𝑢3] = −𝑢4, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢2,

где h = span (𝑒1), m = span (𝑢1,𝑢2,𝑢3,𝑢4).
Вычислим представление изотропии (3.2):

ψ1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 −1 0

0 0 0 −1
2

1 0 0 0

0 1
2 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Пусть метрический тензор имеет вид:

𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 α13 α14

α12 α22 α23 α24

α13 α23 α33 α34

α14 α24 α34 α44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

тогда условие инвариантности метрического тензора (3.1) будет иметь вид:

2α13 = 0, −α11 + α33 = 0, −α12 +
1

2
α34 = 0, −1

2
α12 + α34 = 0,

α24 = 0,
1

2
α14 + α23 = 0, −1

2
α22 +

1

2
α44 = 0, −1

2
α23 − α14 = 0.

Таким образом, инвариантный метрический тензор имеет вид 4.
Нетривиальными компонентами тензора Схоутена–Вейля являются:

𝑆𝑊221 = −𝑆𝑊234 = 𝑆𝑊243 = −𝑆𝑊441 =
3α44

α33
.

Квадрат длины тензора Схоутена–Вейля имеет следующий вид:

‖𝑆𝑊‖2 = 72

α3
33

.

Он, очевидно, не равен нулю ни для какой инвариантной метрики 𝑔.
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Предложение 3.16. Если (𝑀 = 𝐺/𝐻, 𝑔) — локально однородное (псевдо)ри
маново многообразие размерности 4 с нетривиальной подгруппой изотропии
(кроме тех, что приведены в предложении 3.14). Тогда, если 𝐺/𝐻 содержит
ся в нижеприведенном списке, то из равенства нулю квадрата длины тензора
Схоутена–Вейля ‖𝑆𝑊‖2 для некоторой инвариантной метрики 𝑔 следует ра
венство нулю самого тензора Схоутена–Вейля 𝑆𝑊 :

1.11.2 1.11.4 1.12.2 1.12.5

Доказательство. Последовательно рассмотрим все случаи, приведенные вы
ше.

Случай 1.11.2. В данном случае скобки Ли имеют следующий вид:

[𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑢2,𝑢4] = 𝑝𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢3,

где h = span (𝑒1), m = span (𝑢1,𝑢2,𝑢3,𝑢4), 𝑝 ∈ R.
Вычислим представление изотропии (3.2):

ψ1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Пусть метрический тензор имеет вид:

𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 α13 α14

α12 α22 α23 α24

α13 α23 α33 α34

α14 α24 α34 α44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

тогда условие инвариантности метрического тензора (3.1) будет иметь вид:

α12 = 0, α14 = 0, α11 = 0, α23 = 0, α33 = 0, α34 = 0.

Таким образом, инвариантный метрический тензор имеет вид 1.
Ненулевыми компонентами тензора Схоутена–Вейля являются:

𝑆𝑊224 = −𝑆𝑊242 =
α2
22𝑝(2𝑝− 1)

4(α22α44 − α2
24)

𝑆𝑊143 = −𝑆𝑊134 = 𝑆𝑊341 =
α13α22𝑝(2𝑝− 1)

8(α22α44 − α2
24)
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𝑆𝑊442 = −α24α22𝑝(2𝑝− 1)

4(α22α44 − α2
24)

Квадрат длины тензора Схоутена–Вейля имеет следующий вид:

‖𝑆𝑊‖2 = 3α3
22𝑝

2(2𝑝− 1)2

16(α22α44 − α2
24)

3
.

Он равен нулю тогда, когда либо α22 = 0, либо 𝑝 = 0, либо 𝑝 = 1
2 . Но во всех

этих случаях сам тензор Схоутена–Вейля также равен нулю.
Поскольку во всех случаях алгоритм доказательства однообразен, то да

лее для каждого случая мы приведем лишь номер вида метрического тензора 𝑔

(из табл. 3), нетривиальные компоненты тензора Схоутена–Вейля 𝑆𝑊 и квад
рат длины тензора Схоутена–Вейля ‖𝑆𝑊‖2.

Случай 1.11.4.

𝑔 𝑆𝑊 ‖𝑆𝑊‖2

1
𝑆𝑊123 = −𝑆𝑊132 =

α2
22

4α2
13

,

𝑆𝑊143 = −𝑆𝑊341 = −𝑆𝑊134 =
α24α22

4α2
13

, 𝑆𝑊231 = − α2
22

2α2
13

−3α3
22

4α6
13

Случай 1.12.2.

𝑔 𝑆𝑊 ‖𝑆𝑊‖2

3
𝑆𝑊141 = 𝑆𝑊343 = −𝑆𝑊114 = −𝑆𝑊334 =

α33α22𝑝(𝑝−1)
2(α22α44−α2

24)
,

𝑆𝑊224 = −𝑆𝑊242 =
α2
22𝑝(𝑝−1)

α22α44−α2
24

, 𝑆𝑊442 = −α24α22𝑝(𝑝−1)
α22α44−α2

24

3α3
22𝑝

2(𝑝−1)2

(α22α44−α2
24)

3

Случай 1.12.5.

𝑔 𝑆𝑊 ‖𝑆𝑊‖2

3
𝑆𝑊132 = −𝑆𝑊123 =

α2
22

4α2
33

,

𝑆𝑊134 = 𝑆𝑊341 = −𝑆𝑊143 =
α24α22

4α2
33

, 𝑆𝑊231 =
α2
22

2α2
33

3α3
22

4α6
33

Предложение 3.17. Если (𝑀 = 𝐺/𝐻, 𝑔) — локально однородное псевдори
маново многообразие размерности 4 с нетривиальной подгруппой изотропии.
Тогда, если 𝐺/𝐻 есть случай 1.41.6 или 1.41.7, то квадрат длины тензора
Схоутена–Вейля ‖𝑆𝑊‖2 равен нулю для любой инвариантной метрики 𝑔,
а сам тензор Схоутена–Вейля не тривиален.

Доказательство. Случай 1.41.6. В данном случае скобки Ли имеют следую
щий вид:

[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1,



114

[𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢1 + 𝑢3,

где h = span (𝑒1), m = span (𝑢1,𝑢2,𝑢3,𝑢4).
Вычислим представление изотропии (3.2):

ψ1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Пусть метрический тензор имеет вид:

𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 α13 α14

α12 α22 α23 α24

α13 α23 α33 α34

α14 α24 α34 α44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

тогда условие инвариантности метрического тензора (3.1) будет иметь вид:

α11 = 0, α12 = 0, α14 = 0, α24 = 0, 2α23 = 0, α22 + α13 = 0.

Таким образом, инвариантный метрический тензор имеет вид 6.
Ненулевыми компонентами тензора Схоутена–Вейля являются:

𝑆𝑊343 = −𝑆𝑊334 =
3α22

2α44
.

Они не могут занулиться, поскольку при α23 = 0 метрический тензор был бы
вырожденным.

Непосредственными вычислениями убеждаемся, что квадрат длины тен
зора Схоутена–Вейля равен нулю.

Случай 1.41.7. В данном случае скобки Ли имеют следующий вид:

[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1,

[𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = −𝑢1 + 𝑢3,

где h = span (𝑒1), m = span (𝑢1,𝑢2,𝑢3,𝑢4).
Вычислим представление изотропии (3.2):

ψ1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Пусть метрический тензор имеет вид:

𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 α13 α14

α12 α22 α23 α24

α13 α23 α33 α34

α14 α24 α34 α44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

тогда условие инвариантности метрического тензора (3.1) будет иметь вид:

α11 = 0, α12 = 0, α14 = 0, α24 = 0, 2α23 = 0, α22 + α13 = 0.

Таким образом, инвариантный метрический тензор имеет вид 6.
Ненулевыми компонентами тензора Схоутена–Вейля являются:

𝑆𝑊334 = −𝑆𝑊343 =
3α22

2α44
.

Они не могут занулиться, поскольку при α23 = 0 метрический тензор был бы
вырожденным.

Непосредственными вычислениями убеждаемся, что квадрат длины тен
зора Схоутена–Вейля равен нулю.

Предложение 3.18. Если (𝑀 = 𝐺/𝐻, 𝑔) — локально однородное псевдори
маново многообразие размерности 4 с нетривиальной подгруппой изотропии.
Тогда, если 𝐺/𝐻 содержится в нижеприведенном списке, то квадрат длины
тензора Схоутена–Вейля ‖𝑆𝑊‖2 равен нулю для любой инвариантной метри
ки 𝑔, но сам тензор Схоутена–Вейля может быть равен нулю для некоторых
инвариантных метрик:

1.31.1 1.41.1 1.41.2 1.41.3 1.41.4 1.41.5 2.51.1 2.52.1

Доказательство. Последовательно рассмотрим все случаи, приведенные вы
ше.

Случай 1.31.1. В данном случае скобки Ли имеют следующий вид:

[𝑒1,𝑢1] = 𝑒1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢2] = −1

2
𝑢2,

[𝑢1,𝑢3] = 𝑢3, [𝑢1,𝑢4] =
1

2
𝑢4, [𝑢2,𝑢3] =

1

2
𝑢4,

где h = span (𝑒1), m = span (𝑢1,𝑢2,𝑢3,𝑢4).



116

Вычислим представление изотропии (3.2):

ψ1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Пусть метрический тензор имеет вид:

𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 α13 α14

α12 α22 α23 α24

α13 α23 α33 α34

α14 α24 α34 α44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

тогда условие инвариантности метрического тензора (3.1) будет иметь вид:

α11 = 0, α12 = 0, α22 = 0, α13 = 0, α24 = 0, α23 + α14 = 0.

Таким образом, инвариантный метрический тензор имеет вид 5.
Ненулевыми компонентами тензора Схоутена–Вейля являются:

𝑆𝑊331 =
45(α33α44 − α2

34)

32α2
23

, 𝑆𝑊334 = −𝑆𝑊343 =
15α44(α33α44 − α2

34)

64α3
23

.

Они могут занулиться тогда, когда α33α44 − α2
34 = 0.

Непосредственными вычислениями убеждаемся, что квадрат длины тен
зора Схоутена–Вейля равен нулю.

Поскольку во всех случаях алгоритм доказательства однообразен, то да
лее для каждого случая мы приведем лишь номер вида метрического тензора 𝑔

(из табл. 3) и нетривиальные компоненты тензора Схоутена–Вейля 𝑆𝑊 . Во всех
случаях квадрат длины тензора Схоутена–Вейля тривиален.

Случай 1.41.1.

𝑔 𝑆𝑊

6 𝑆𝑊332 = −3α33(α44+2α22)
4α22α44

, 𝑆𝑊343 = −𝑆𝑊334 =
α33(5α44+8α22)

4α22α44

Случай 1.41.2.

𝑔 𝑆𝑊

6 𝑆𝑊343 = −𝑆𝑊334 =
α33(𝑝−3)(3𝑝−5)

2α44



117

Случай 1.41.3.

𝑔 𝑆𝑊

6 𝑆𝑊334 = −𝑆𝑊343 =
α33−α44

2α44

Случай 1.41.4.

𝑔 𝑆𝑊

6 𝑆𝑊334 = −𝑆𝑊343 =
α33+α44

2α44

Случай 1.41.5.

𝑔 𝑆𝑊

6 𝑆𝑊332 = −3α33

4α22

Случай 2.51.1.

𝑔 𝑆𝑊

12 𝑆𝑊332 = 𝑆𝑊334 = −𝑆𝑊343 =
15α33

α24

Случай 2.52.1.

𝑔 𝑆𝑊

6 𝑆𝑊332 =
15α33

2α44

В предложениях 3.14, 3.15, 3.16 перечислены четырехмерные локально од
нородные (псевдо)римановы многообразия, которые не могут иметь изотропный
тензор Схоутена–Вейля. В предложении 3.17 перечислены локально однород
ные псевдоримановы многообразия размерности 4, тензор Схоутена–Вейля
которых изотропен для любой инвариантной метрики. В предложении 3.18 со
держатся четырехмерные однородные псевдоримановы многообразия, тензор
Схоутена–Вейля которых изотропен при некоторых условиях типа “неравен
ство”, эти многообразия вместе с соответствующими условиями содержатся
в табл. 4. Пять оставшихся случаев из классификации [44] рассмотрим далее.

Случай 1.11.1. В данном случае скобки Ли имеют следующий вид:

[𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢3,

где h = span (𝑒1), m = span (𝑢1,𝑢2,𝑢3,𝑢4).
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Вычислим представление изотропии (3.2):

ψ1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Пусть метрический тензор имеет вид:

𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 α13 α14

α12 α22 α23 α24

α13 α23 α33 α34

α14 α24 α34 α44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

тогда условие инвариантности метрического тензора (3.1) будет иметь вид:

α12 = 0, α14 = 0, 2α11 = 0, −α23 = 0, −2α33 = 0, −α34 = 0.

Таким образом, инвариантный метрический тензор имеет вид 1.
Ненулевыми компонентами тензора Схоутена–Вейля являются:

𝑆𝑊123 = 𝑆𝑊224 = −𝑆𝑊132 = −𝑆𝑊231 = −𝑆𝑊242 =
(α2

13 + α22α44 − α2
24)α

2
22

4α2
13(α22α44 − α2

24)
,

𝑆𝑊143 = −𝑆𝑊134 =
(α13 + 2α24)(α

2
13 + α22α44 − α2

24)α22

8α2
13(α22α44 − α2

24)
,

𝑆𝑊341 =
(α13 − 2α24)(α

2
13 + α22α44 − α2

24)α22

8α2
13(α22α44 − α2

24)
,

𝑆𝑊442 = −(α2
13 + α22α44 − α2

24)α22α24

4α2
13(α22α44 − α2

24)
.

Квадрат длины тензора Схоутена–Вейля имеет вид:

‖𝑆𝑊‖2 = 3(α2
13 − 4α22α44 + 4α2

24)(α
2
13 + α22α44 − α2

24)
2α3

22

16α6
13(α44α22 − α2

24)
3

.

Он равен нулю в трех случаях:
1. при α22 = 0, но в этом случае зануляются компоненты тензора Схоу

тена–Вейля, следовательно, в данном случае тензор Схоутена–Вейля
не является изотропным;

2. при α22 = −α2
13−α2

24

α44
, но в этом случае зануляются компоненты тензора

Схоутена–Вейля, следовательно, в данном случае тензор Схоутена–Вей
ля не является изотропным;
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3. при α22 =
α2
13+4α2

24

4α44
, в этом случае тензор Схоутена–Вейля является изо

тропным.
Случай 1.11.3. В данном случае скобки Ли имеют следующий вид:

[𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1 + 𝑢2,

где h = span (𝑒1), m = span (𝑢1,𝑢2,𝑢3,𝑢4).
Вычислим представление изотропии (3.2):

ψ1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Пусть метрический тензор имеет вид:

𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 α13 α14

α12 α22 α23 α24

α13 α23 α33 α34

α14 α24 α34 α44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

тогда условие инвариантности метрического тензора (3.1) будет иметь вид:

α12 = 0, α14 = 0, 2α11 = 0, −α23 = 0, −2α33 = 0, −α34 = 0.

Таким образом, инвариантный метрический тензор имеет вид 1.
Ненулевыми компонентами тензора Схоутена–Вейля являются:

𝑆𝑊132 = −𝑆𝑊123 = 2𝑆𝑊231 =
α22(α13 − α22)

4α2
13

,

𝑆𝑊134 = 𝑆𝑊341 = −𝑆𝑊143 =
α24(α13 − α22)

4α2
13

.

Квадрат длины тензора Схоутена–Вейля имеет вид:

‖𝑆𝑊‖2 = −3α22(α13 − α22)
2

4α6
13

.

Он равен нулю в двух случаях:
1. при α13 = α22, но в этом случае зануляются компоненты тензора Схоу

тена–Вейля, следовательно, в данном случае тензор Схоутена–Вейля
не является изотропным;
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2. при α22 = 0, в этом случае тензор Схоутена–Вейля является изотроп
ным.

Случай 1.12.1. В данном случае скобки Ли имеют следующий вид:

[𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = −𝑢2,

[𝑢1,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = 2𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢3,

где h = span (𝑒1), m = span (𝑢1,𝑢2,𝑢3,𝑢4).
Вычислим представление изотропии (3.2):

ψ1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 −1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Пусть метрический тензор имеет вид:

𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 α13 α14

α12 α22 α23 α24

α13 α23 α33 α34

α14 α24 α34 α44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

тогда условие инвариантности метрического тензора (3.1) будет иметь вид:

α23 = 0, α34 = 0, −α12 = 0, 2α13 = 0, −α14 = 0, α33 − α11 = 0.

Таким образом, инвариантный метрический тензор имеет вид 3.
Ненулевыми компонентами тензора Схоутена–Вейля являются:

𝑆𝑊114 = 𝑆𝑊334 = −𝑆𝑊141 = −𝑆𝑊343 =
(α22α44 − α2

24 − 4α2
33)α22

4α33(α22α44 − α2
24)

,

𝑆𝑊242 = 2𝑆𝑊123 = −𝑆𝑊224 = −𝑆𝑊231 =

= −2𝑆𝑊132 =
(α22α44 − α2

24 − 4α2
33)α

2
22

2α2
33(α22α44 − α2

24)
,

𝑆𝑊442 = 2𝑆𝑊143 = −2𝑆𝑊134 = −2𝑆𝑊341 =
(α22α44 − α2

24 − 4α2
33)α24α22

2α2
33(α22α44 − α2

24)
.

Квадрат длины тензора Схоутена–Вейля имеет вид:

‖𝑆𝑊‖2 = 3(α22α44 − α2
24 + α

2
33)α

3
22(α22α44 − α2

24 − 4α2
33)

2

4α6
33(α22α44 − α2

24)
3

.

Он равен нулю в трех случаях:
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1. при α22 = 0, но в этом случае зануляются компоненты тензора Схоу
тена–Вейля, следовательно, в данном случае тензор Схоутена–Вейля
не является изотропным;

2. при α22 = α2
24+4α2

33

α44
, но в этом случае зануляются компоненты тензора

Схоутена–Вейля, следовательно, в данном случае тензор Схоутена–Вей
ля не является изотропным;

3. при α22 =
α2
24−α2

33

α44
, в этом случае тензор Схоутена–Вейля является изо

тропным, если α2
24 − α2

33 ̸= 0.
Случай 1.12.3. В данном случае скобки Ли имеют следующий вид:

[𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1 + 𝑢2,

где h = span (𝑒1), m = span (𝑢1,𝑢2,𝑢3,𝑢4).
Вычислим представление изотропии (3.2):

ψ1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 −1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Пусть метрический тензор имеет вид:

𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 α13 α14

α12 α22 α23 α24

α13 α23 α33 α34

α14 α24 α34 α44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

тогда условие инвариантности метрического тензора (3.1) будет иметь вид:

α23 = 0, α34 = 0, −α12 = 0, 2α13 = 0, −α14 = 0, α33 − α11 = 0.

Таким образом, инвариантный метрический тензор имеет вид 3.
Ненулевыми компонентами тензора Схоутена–Вейля являются:

𝑆𝑊231 = 2𝑆𝑊132 = −2𝑆𝑊123 =
α22(α22 − α33)

4α2
33

,

𝑆𝑊134 = 𝑆𝑊341 = −𝑆𝑊143 =
α24(α22 − α33)

4α2
33

.

Квадрат длины тензора Схоутена–Вейля имеет вид:

‖𝑆𝑊‖2 = 3α22(α22 − α33)
2

4α6
33

.

Он равен нулю в двух случаях:
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1. при α22 = α33, но в этом случае зануляются компоненты тензора Схоу
тена–Вейля, следовательно, в данном случае тензор Схоутена–Вейля
не является изотропным;

2. при α22 = 0, в этом случае тензор Схоутена–Вейля является изотроп
ным.

Случай 1.12.4. В данном случае скобки Ли имеют следующий вид:

[𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = −𝑒1 + 𝑢2,

где h = span (𝑒1), m = span (𝑢1,𝑢2,𝑢3,𝑢4).
Вычислим представление изотропии (3.2):

ψ1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 −1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Пусть метрический тензор имеет вид:

𝑔 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α11 α12 α13 α14

α12 α22 α23 α24

α13 α23 α33 α34

α14 α24 α34 α44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

тогда условие инвариантности метрического тензора (3.1) будет иметь вид:

α23 = 0, α34 = 0, −α12 = 0, 2α13 = 0, −α14 = 0, α33 − α11 = 0.

Таким образом, инвариантный метрический тензор имеет вид 3.
Ненулевыми компонентами тензора Схоутена–Вейля являются:

𝑆𝑊132 = −𝑆𝑊123 = 2𝑆𝑊231 =
α22(α22 + α33)

4α2
33

,

𝑆𝑊134 = 𝑆𝑊341 = −𝑆𝑊143 =
α24(α22 + α33)

4α2
33

.

Квадрат длины тензора Схоутена–Вейля имеет вид:

‖𝑆𝑊‖2 = 3α22(α22 + α33)
2

4α6
33

.

Он равен нулю в двух случаях:
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1. при α22 = −α33, но в этом случае зануляются компоненты тензора Схоу
тена–Вейля, следовательно, в данном случае тензор Схоутена–Вейля
не является изотропным;

2. при α22 = 0, в этом случае тензор Схоутена–Вейля является изотроп
ным.

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 3.19. Пусть (𝑀 = 𝐺/𝐻,𝑔) — локально однородное псевдориманово
многообразие размерности 4 с нетривиальной подгруппой изотропии. Тогда
(𝑀 = 𝐺/𝐻, 𝑔) имеет изотропный тензор Схоутена–Вейля тогда и только
тогда, когда алгебра Ли группы 𝐺 содержится в табл. 4.

Таблица 4 — Четырехмерные локально однородные псевдоримановы мно
гообразия с нетривиальной подгруппой изотропии и изотропным тензором
Схоутена–Вейля

№ Скобки Ли
Скалярное произведение

на дополнении
к подалгебре изотропии

Ограничения

1.11.1
[𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢2,

[𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢3

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 α13 0

0
α2
13+4α2

24

4α44
0 α24

α13 0 0 0

0 α24 0 α44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ α13 ̸= 0, α44 ̸= 0

1.11.3
[𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3,

[𝑢1,𝑢3] = 𝑒1 + 𝑢2

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 α13 0

0 0 0 α24

α13 0 0 0

0 α24 0 α44

⎞⎟⎟⎟⎠ α13 ̸= 0, α24 ̸= 0

1.12.1

[𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1,
[𝑢1,𝑢3] = −𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1,
[𝑢2,𝑢4] = 2𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢3

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α33 0 0 0

0
α2
24−α2

33

α44
0 α24

0 0 α33 0

0 α24 0 α44

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ α2
24 ̸= α2

33, α33 ̸= 0,
α44 ̸= 0

1.12.3
[𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1,

[𝑢1,𝑢3] = 𝑒1 + 𝑢2

⎛⎜⎜⎜⎝
α33 0 0 0

0 0 0 α24

0 0 α33 0

0 α24 0 α44

⎞⎟⎟⎟⎠
α33 ̸= 0, α24 ̸= 0

1.12.4
[𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1,

[𝑢1,𝑢3] = −𝑒1 + 𝑢2

α33 ̸= 0, α24 ̸= 0

1.31.1

[𝑒1,𝑢1] = 𝑒1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2,
[𝑢1,𝑢2] = −1

2
𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢3,

[𝑢1,𝑢4] =
1
2
𝑢4, [𝑢2,𝑢3] =

1
2
𝑢4

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0 −α23

0 0 α23 0

0 α23 α33 α34

−α23 0 α34 α44

⎞⎟⎟⎟⎠
α2
34 + α

2
44 ̸= 0,

α33α44 ̸= α2
34,

α23 ̸= 0
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Продолжение табл. 4

№ Скобки Ли
Скалярное произведение

на дополнении
к подалгебре изотропии

Ограничения

1.41.1

[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢4] = 𝑒1,
[𝑢1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1,

[𝑢2,𝑢3] = 𝑢3, [𝑢3,𝑢4] = −𝑢3 ⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 −α22 0

0 α22 0 0

−α22 0 α33 α34

0 0 α34 α44

⎞⎟⎟⎟⎠

α33 ̸= 0, α22 ̸= 0,
α44 ̸= 0

1.41.2

[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢4] = 𝑒1,
[𝑢1,𝑢4] = 𝑝𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = (𝑝− 1)𝑢2,

[𝑢3,𝑢4] = (𝑝− 2)𝑢3

α33 ̸= 0, 𝑝 ̸= 3,
𝑝 ̸= 5

3
, α22 ̸= 0,
α44 ̸= 0

1.41.3
[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢4] = 𝑒1,
[𝑢1,𝑢4] = 2𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2

α33 ̸= α44, α22 ̸= 0,
α44 ̸= 0

1.41.4
[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢4] = 𝑒1,

[𝑢1,𝑢4] = 2𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = −𝑒1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2

α33 ̸= −α44,
α22 ̸= 0, α44 ̸= 0

1.41.5
[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢2] = 𝑢1,

[𝑢1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑢3

α33 ̸= 0, α22 ̸= 0,
α44 ̸= 0

1.41.6
[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1,

[𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢1 + 𝑢3

α22 ̸= 0, α44 ̸= 0

1.41.7
[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1,

[𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = −𝑢1 + 𝑢3

α22 ̸= 0, α44 ̸= 0

2.51.1

[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢4,
[𝑒1,𝑢4] = −2𝑒1, [𝑒2,𝑢2] = −2𝑒2,
[𝑒2,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢1,

[𝑢1,𝑢2] = 2𝑒2 − 𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢2 + 𝑢4,
[𝑢1,𝑢4] = 2𝑒1 − 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = −2𝑢3,
[𝑢2,𝑢4] = 𝑢2 − 𝑢4, [𝑢3,𝑢4] = 2𝑢3

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 α24 0

0 0 0 α24

α24 0 α33 0

0 α24 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ α33 ̸= 0, α24 ̸= 0

2.52.1

[𝑒1,𝑢2] = −𝑒1 + 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢2,
[𝑒1,𝑢4] = 𝑒2, [𝑒2,𝑢2] = −𝑒2, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢4,
[𝑒2,𝑢4] = −𝑒1 − 𝑢1, [𝑢1,𝑢2] = 𝑒1 − 𝑢1,

[𝑢1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = −𝑒2,
[𝑢2,𝑢3] = −2𝑢3, [𝑢2,𝑢4] = −𝑢4

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 −α22 0

0 α22 0 0

−α22 0 α33 α34

0 0 α34 α44

⎞⎟⎟⎟⎠ α33 ̸= 0, α22 ̸= 0,
α44 ̸= 0

В заключении данной главы заметим, что для 186 многообразий из клас
сификации [44] справедливо следующее:

– 15 многообразий могут иметь изотропный тензор Схоутена–Вейля 𝑆𝑊 ,
причем:

– для 2 из них тензор Схоутена–Вейля 𝑆𝑊 изотропен для любой
инвариантной метрики;

– в остальных 13 случаях тензор Схоутена–Вейля 𝑆𝑊 является
изотропным лишь при определенных условиях на инвариант
ную метрику, причем:
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∗ в 5 случаях условия на инвариантную метрику являются
условиями типа “равенство”;

∗ в 8 случаях условия на инвариантную метрику являются
условиями типа “неравенство”;

– 171 многообразие не может иметь изотропный тензор Схоутена–Вейля
𝑆𝑊 , причем:

– в 2 случаях квадрат длины тензора Схоутена–Вейля ‖𝑆𝑊‖2

не равен нулю ни для какой инвариантной метрики;
– в 165 случаях все компоненты тензора Схоутена–Вейля 𝑆𝑊 рав

ны нулю для любой инвариантной метрики;
– в 4 случаях тривиальность квадрата длины тензора Схоу

тена–Вейля ‖𝑆𝑊‖2 для некоторой инвариантной метрики вле
чет за собой тривиальность тензора Схоутена–Вейля 𝑆𝑊 .
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Заключение

В ходе проведённого исследования решены поставленные задачи и достиг
нуты следующие результаты:

1. Доказана теорема о строении оператора Риччи на группах Ли с ле
воинвариантной псевдоримановой метрикой нетривиального алгебраи
ческого солитона Риччи и нулевым тензором Схоутена–Вейля. Кроме
того, доказаны теоремы о строении метрической алгебры Ли конформ
но плоской группы Ли с метрикой нетривиального алгебраического
солитона Риччи.

2. Классифицированы четырехмерные метрические алгебры Ли групп Ли
с левоинвариантными (псевдо)римановыми метриками и нулевым тен
зором Схоутена–Вейля, которые не являются конформно плоскими и
имеют не параллельный тензор Риччи.

3. Получена классификация четырехмерных локально однородных псев
доримановых многообразий с нетривиальной подгруппой изотропии и
изотропным тензором Схоутена–Вейля в терминах алгебр Ли.

Полученные результаты могут найти применение в теории однородных
(псевдо)римановых многообразий, теории солитонов Риччи.

Разработанные методы и программы нахождения инвариантных тензор
ных полей на группах Ли с левоинвариантной (псевдо)римановой метрикой
и на локально однородных (псевдо)римановых многообразиях могут быть ис
пользованы при подготовке специалистов в области геометрии и топологии по
программе бакалавриата, магистратуры и аспирантуры в вузах России.

В перспективе предполагается продолжить исследование алгебраиче
ских солитонов Риччи на метрических группах Ли с нулевым тензором
Схоутена–Вейля, получить их классификацию с точностью до изометрии. В че
тырехмерном случается предполагается исследовать алгебраическое строение,
а также различные операторы кривизны на таких метрических группах Ли.
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Приложение А

Классификация четырехмерных локально однородных
(псевдо)римановых многообразий с нетривиальной подгруппой

изотропии

Далее приведем классификацию четырехмерных локально однородных
(псевдо)римановых многообразий 𝐺/𝐻 с нетривиальной подгруппой изотропии,
которая была получена в [44]. Данная классификация приведена в табл. А.1.
Для каждого случая указаны скобки Ли, определяющие алгебру Ли груп
пы 𝐺, параметры могут принимать любые действительные значения, если
не указано обратное; во всех случаях подалгебра изотропии h = span (𝑒𝑖), до
полнение m = span (𝑢𝑖).

Таблица А.1 — Классификация четырехмерных локально однородных
(псевдо)римановых многообразий с нетривиальной подгруппой изотропии

№ Скобки Ли
1.11.1 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢3

1.11.2 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑢2,𝑢4] = 𝑝𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢3

1.11.3 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1 + 𝑢2

1.11.4 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢2

1.11.5 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2

1.11.6 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2

1.11.7 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1

1.11.8
[𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] =

1
2
𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = −1

2
𝑢4, [𝑢1,𝑢3] = −2𝑒1, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢2,

[𝑢2,𝑢3] = 𝑢4

1.11.9 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] =
1
2
𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = −1

2
𝑢4, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢2

1.11.10 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = λ𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = −λ𝑢4, λ ∈ [0,1]

1.12.1 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = −𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = 2𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢3

1.12.2 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑝𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢3

1.12.3 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1 + 𝑢2

1.12.4 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = −𝑒1 + 𝑢2

1.12.5 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢2

1.12.6 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2

1.12.7 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = −𝑒1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2
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Продолжение табл. А.1
№ Скобки Ли

1.12.8 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2

1.12.9 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1

1.12.10 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = −𝑒1

1.12.11
[𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢2] =

1
2
𝑢4, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = −1

2
𝑢2, [𝑢1,𝑢2] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = −4𝑒1,

[𝑢1,𝑢4] = −𝑢4, [𝑢2,𝑢3] = −𝑢4, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢2

1.12.12 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢2] = λ𝑢4, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = −λ𝑢2, λ ∈ [0,1]

1.13.1 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = λ𝑢4, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = −λ𝑢2, λ ∈ (0,1]

1.14.1 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢2] = −λ𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = λ𝑢4, λ ∈ (0,1)

1.15.1
[𝑒1,𝑢1] = cos(φ/2)𝑢1 − sin(φ/2)𝑢2, [𝑒1,𝑢2] = cos(φ/2)𝑢2 + sin(φ/2)𝑢1,

[𝑒1,𝑢3] = − cos(φ/2)𝑢3 + sin(φ/2)𝑢4, [𝑒1,𝑢4] = − cos(φ/2)𝑢4 − sin(φ/2)𝑢3, φ ∈ (0,π/2]

1.16.1
[𝑒1,𝑢1] = − cos(φ/2)𝑢2 − sin(φ/2)𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = cos(φ/2)𝑢1 − sin(φ/2)𝑢2,

[𝑒1,𝑢3] = − cos(φ/2)𝑢4 + sin(φ/2)𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = cos(φ/2)𝑢3 + sin(φ/2)𝑢4, φ ∈ (0,π/2)

1.21.1 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1 + 𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3 − 𝑢4, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢4

1.22.1 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2 + 𝑢4, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢1 − 𝑢3

1.31.1
[𝑒1,𝑢1] = 𝑒1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢2] = −1

2
𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢3, [𝑢1,𝑢4] =

1
2
𝑢4,

[𝑢2,𝑢3] =
1
2
𝑢4

1.31.2 [𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = −λ𝑒1 + (λ+ 1)𝑢1 + λ𝑢2, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, λ ∈ [−1,1]

1.31.3 [𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑒1

1.31.4 [𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = −(1 + λ2)𝑒1 + 2λ𝑢1 + (1 + λ2)𝑢2, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, λ ⩾ 0

1.31.5
[𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = −λ2+µ

µ−1
𝑒1 +

1+λ2

µ−1
𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = −λ𝑒1 + 𝑢1 + λ𝑢2,

[𝑢2,𝑢3] = −λ𝑒1 + 𝑢1 + λ𝑢2, [𝑢2,𝑢4] = −µ𝑒1 + (µ+ 1)𝑢2, λ ⩾ 0, µ ̸= 1

1.31.6
[𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = −𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2,

[𝑢3,𝑢4] = 𝑒1

1.31.7

[𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] =
1

1+λ
𝑒1 +

λ
1+λ

𝑢1 − 1
1+λ

𝑢2,
[𝑢1,𝑢4] = − 1

1+λ
𝑒1 +

1
1+λ

𝑢1 +
1

1+λ
𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = − 1

1+λ
𝑒1 +

1
1+λ

𝑢1 +
1

1+λ
𝑢2,

[𝑢2,𝑢4] = − λ
1+λ

𝑒1 +
λ

1+λ
𝑢1 +

1+2λ
1+λ

𝑢2, λ ̸= −1

1.31.8 [𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = −𝑢3

1.31.9 [𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = λ𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = −λ𝑒1 + (λ+ 1)𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = −λ𝑢3

1.31.10 [𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑒1

1.31.11 [𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = −𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑒1, [𝑢3,𝑢4] = 𝑒1 + 𝑢3

1.31.12
[𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = µ𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = −λµ𝑒1 + (λ+ µ)𝑢2,

[𝑢3,𝑢4] = (1− µ)𝑢3

1.31.13
[𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] =

1
2
𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = −λ

2
𝑒1 +

(︀
λ+ 1

2

)︀
𝑢2,

[𝑢3,𝑢4] = 𝑒1 +
1
2
𝑢3

1.31.14
[𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = (1− λ)𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = λ(λ− 1)𝑒1 + 𝑢2,

[𝑢3,𝑢4] = 𝑒1 + λ𝑢3, λ ̸= 1
2

1.31.15
[𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = −𝑒1 + 2𝑢1, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑢2,

[𝑢2,𝑢4] = −𝑒1 + 𝑢1

1.31.16 [𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = −𝑒1 +2𝑢1, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢4] = 𝑒1 − 𝑢1

1.31.17 [𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢3,𝑢4] = 𝑒1

1.31.18 [𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢1
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1.31.19 [𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = −𝑒1 + 𝑢1 + 2𝑢2

1.31.20 [𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2 − 𝑢1, [𝑢3,𝑢4] = −𝑢3

1.31.21
[𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = λ𝑢1,

[𝑢2,𝑢4] = −λ𝑒1 + (1− λ)𝑢1 + (1 + λ)𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = (1− λ)𝑢3, λ ̸= 1

1.31.22
[𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] =

1
2
𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = −1

2
𝑒1 +

1
2
𝑢1 +

3
2
𝑢2,

[𝑢3,𝑢4] = 𝑒1 +
1
2
𝑢3

1.31.23 [𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢1 + 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑒1 + 𝑢3

1.31.24
[𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = (1− 2λ)𝑒1 + 2λ𝑢1, [𝑢1,𝑢4] = (2λ− 1)𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = λ𝑢2,

[𝑢2,𝑢4] =
2λ−1
2λ−2

𝑒1 − 1
2λ−2

𝑢1, [𝑢3,𝑢4] = (λ− 1)𝑢4, λ ̸= 1

1.31.25
[𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = (1− 2λ)𝑒1 + 2λ𝑢1, [𝑢1,𝑢4] = (2λ− 1)𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = λ𝑢2,

[𝑢2,𝑢4] =
1−2λ
2λ−2

𝑒1 +
1

2λ−2
𝑢1, [𝑢3,𝑢4] = (λ− 1)𝑢4, λ ̸= 1

1.31.26
[𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = −1

3
𝑒1 +

4
3
𝑢1, [𝑢1,𝑢4] =

1
3
𝑢2, [𝑢2,𝑢3] =

2
3
𝑢2,

[𝑢2,𝑢4] = −1
2
𝑒1 +

3
2
𝑢1, [𝑢3,𝑢4] = 𝑒1 − 1

3
𝑢4

1.31.27
[𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = −1

3
𝑒1 +

4
3
𝑢1, [𝑢1,𝑢4] =

1
3
𝑢2, [𝑢2,𝑢3] =

2
3
𝑢2,

[𝑢2,𝑢4] =
1
2
𝑒1 − 3

2
2𝑢1, [𝑢3,𝑢4] = 𝑒1 − 1

3
𝑢4

1.31.28
[𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = 2𝑢1, [𝑢1,𝑢4] = 2𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢4] = 𝑒1 − 1

2
𝑢1,

[𝑢3,𝑢4] = 𝑢4

1.31.29
[𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = 2𝑢1, [𝑢1,𝑢4] = 2𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢4] = −𝑒1 +

1
2
𝑢1,

[𝑢3,𝑢4] = 𝑢4

1.31.30

[𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] =
λµ(λ−1)
λ+µ−λµ𝑒1 +

λ2+µ−λ2µ
λ+µ−λµ 𝑢1 +

λ(1−λ)
λ+µ−λµ𝑢2,

[𝑢1,𝑢4] = − λµ
λ+µ−λµ𝑒1 +

µ
λ+µ−λµ𝑢1 +

λ
λ+µ−λµ𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = − λµ

λ+µ−λµ𝑒1 +
µ

λ+µ−λµ𝑢1 +
λ

λ+µ−λµ𝑢2,
[𝑢2,𝑢4] =

λµ(µ−1)
λ+µ−λµ𝑒1 +

µ(1−µ)
λ+µ−λµ𝑢1 +

λ+µ2−µ2λ
λ+µ−λµ 𝑢2, λ+ µ− λµ ̸= 0, 1 ⩽ µ ⩽ λ, λµ > 0

1.31.31 [𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑒1

1.31.32 [𝑒1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2

1.41.1
[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢4] = 𝑒1, [𝑢1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1,

[𝑢2,𝑢3] = 𝑢3, [𝑢3,𝑢4] = −𝑢3

1.41.2
[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢4] = 𝑒1, [𝑢1,𝑢4] = 𝑝𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = (𝑝− 1)𝑢2,

[𝑢3,𝑢4] = (𝑝− 2)𝑢3

1.41.3 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢4] = 𝑒1, [𝑢1,𝑢4] = 2𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2

1.41.4 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢4] = 𝑒1, [𝑢1,𝑢4] = 2𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = −𝑒1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2

1.41.5 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑢3

1.41.6 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢1 + 𝑢3

1.41.7 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = −𝑢1 + 𝑢3

1.41.8 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢3

1.41.9 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑟𝑒1 + 𝑢2 + 𝑢4, [𝑢3,𝑢4] = 𝑝𝑢4

1.41.10 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑟𝑒1 + 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑝𝑢4

1.41.11 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑟𝑒1 + 𝑢2 + 𝑢4, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢1 − 𝑢4

1.41.12 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑟𝑒1 + 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢1 − 𝑢4

1.41.13 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑟𝑒1 + 𝑢4, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢4

1.41.14 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑟𝑒1, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢4

1.41.15 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒1 + 𝑢4, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢1
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1.41.16 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = −𝑒1 + 𝑢4, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢1

1.41.17 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑢4, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢1

1.41.18 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒1 + 𝑢4

1.41.19 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = −𝑒1 + 𝑢4

1.41.20 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑢4

1.41.21 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒1, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢1

1.41.22 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = −𝑒1, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢1

1.41.23 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢1

1.41.24 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒1

1.41.25 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = −𝑒1

1.41.26 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢2

2.11.1 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢4, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑒2

2.11.2 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢4, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1

2.11.3 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢4

2.12.1 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑒2

2.12.2 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1, [𝑢2,𝑢4] = −𝑒2

2.12.3 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1

2.12.4 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢2, [𝑢2,𝑢4] = 𝑒2

2.12.5 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢2, [𝑢2,𝑢4] = −𝑒2

2.12.6 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢2

2.13.1 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑒2

2.13.2 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1, [𝑢2,𝑢4] = −𝑒2

2.13.3 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = −𝑒1, [𝑢2,𝑢4] = −𝑒2

2.13.4 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1

2.13.5 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢2, [𝑢1,𝑢3] = −𝑒1

2.13.6 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢2

2.14.1
[𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢1] = 𝑢2, [𝑒2,𝑢2] = −𝑢1,
[𝑒2,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢3, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1, [𝑢1,𝑢4] = 𝑒2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒2, [𝑢2,𝑢4] = −𝑒1

2.14.2
[𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢1] = 𝑢2, [𝑒2,𝑢2] = −𝑢1,

[𝑒2,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢3

2.21.1
[𝑒1,𝑒2] = 𝑒2, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −2𝑒2,

[𝑢1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = −𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 2𝑢3

2.21.2
[𝑒1,𝑒2] = 𝑒2, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢4, [𝑢1,𝑢2] = 𝑒2,

[𝑢1,𝑢3] = 𝑢4, [𝑢2,𝑢3] = (𝑝− 1)𝑢3, [𝑢2,𝑢4] = 𝑝𝑢4

2.21.3
[𝑒1,𝑒2] = 𝑒2, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢4, [𝑢2,𝑢3] = 𝑢3,

[𝑢2,𝑢4] = 𝑢4

2.21.4
[𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢4,

[𝑢1,𝑢3] = 𝑒2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑒2

2.21.5
[𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢4,

[𝑢2,𝑢3] = 𝑒2
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2.21.6
[𝑒1,𝑒2] =

3
2
𝑒2, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = −1

2
𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] =

1
2
𝑢4, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1,

[𝑒2,𝑢3] = −𝑢4, [𝑢1,𝑢2] = 𝑢4

2.21.7
[𝑒1,𝑒2] = (1− λ)𝑒2, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = λ𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = −λ𝑢4,

[𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢4, λ ∈ [−1,1]

2.22.1
[𝑒1,𝑢1] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢2,

[𝑢1,𝑢3] = 𝑒2, [𝑢2,𝑢4] = 𝑒2, [𝑢3,𝑢4] = −𝑒1

2.22.2
[𝑒1,𝑢1] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢2,

[𝑢1,𝑢3] = −𝑒2, [𝑢2,𝑢4] = −𝑒2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑒1

2.22.3
[𝑒1,𝑢1] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢2,

[𝑢3,𝑢4] = 𝑒2
2.22.4 [𝑒1,𝑢1] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢2

2.23.1

[𝑒1,𝑒2] = −2 sin(φ/2)𝑒2, [𝑒1,𝑢1] = − sin(φ/2)𝑢1 − cos(φ/2)𝑢2,
[𝑒1,𝑢2] = − sin(φ/2)𝑢2 + cos(φ/2)𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = sin(φ/2)𝑢3 − cos(φ/2)𝑢4,
[𝑒1,𝑢4] = sin(φ/2)𝑢4 + cos(φ/2)𝑢3, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢2, φ ∈ (0,π)

2.31.1
[𝑒1,𝑒2] = 2𝑒2, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢2 − 𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢1 + 𝑢4,

[𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢4

2.41.1
[𝑒1,𝑒2] = 𝑒2, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢2] = 𝑢1,

[𝑢1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑢3

2.41.2
[𝑒1,𝑒2] = 𝑒2, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1,

[𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢3

2.41.3 [𝑒1,𝑒2] = 𝑒2, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢2

2.51.1

[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒1,𝑢4] = −2𝑒1, [𝑒2,𝑢2] = −2𝑒2, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢1,
[𝑢1,𝑢2] = 2𝑒2 − 𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢2 + 𝑢4, [𝑢1,𝑢4] = 2𝑒1 − 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = −2𝑢3,

[𝑢2,𝑢4] = 𝑢2 − 𝑢4, [𝑢3,𝑢4] = 2𝑢3

2.51.2
[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢2] = −2𝑒2, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢1,𝑢2] = −𝑢1,

[𝑢1,𝑢3] = 𝑢4, [𝑢2,𝑢3] = −2𝑢3, [𝑢2,𝑢4] = −𝑢4

2.51.3

[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢1,
[𝑢2,𝑢3] = 𝑒1 + 𝑝𝑒2 + (1− 𝑞)𝑢2, [𝑢2,𝑢4] = 𝑞𝑢1, [𝑢3,𝑢4] = −(𝑝+ 𝑞)𝑒1 + λ𝑒2 − (1 + 𝑞)𝑢4,

𝑞 ⩾ 0 (если λ ̸= 0), 𝑞 ∈ R (если λ = 0)

2.51.4
[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢1,

[𝑢2,𝑢3] = 𝑞𝑒2 + (1− 𝑝)𝑢2, [𝑢2,𝑢4] = 𝑝𝑢1, [𝑢3,𝑢4] = −(𝑝+ 𝑞)𝑒1 − (1 + 𝑝)𝑢4, 𝑝 ⩾ 0

2.51.5
[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒1 + 𝑞𝑒2 − 𝑢2,

[𝑢2,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢3,𝑢4] = −𝑞𝑒1 − λ𝑒2 − 𝑢4

2.51.6
[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑞𝑒2 − 𝑢2, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢1,

[𝑢3,𝑢4] = −𝑞𝑒1 − 𝑢4

2.51.7
[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒1 + 𝑒2,

[𝑢3,𝑢4] = −𝑒1 + λ𝑒2

2.51.8
[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒1 − 𝑒2,

[𝑢3,𝑢4] = 𝑒1 + λ𝑒2
2.51.9 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒2, [𝑢3,𝑢4] = −𝑒1

2.51.10 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = −𝑒2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑒1

2.51.11 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒1, [𝑢3,𝑢4] = 𝑒2

2.51.12 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒1, [𝑢3,𝑢4] = −𝑒2

2.51.13 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒1
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2.51.14 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢1

2.52.1

[𝑒1,𝑢2] = −𝑒1 + 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢4] = 𝑒2, [𝑒2,𝑢2] = −𝑒2, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢4,
[𝑒2,𝑢4] = −𝑒1 − 𝑢1, [𝑢1,𝑢2] = 𝑒1 − 𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = −𝑒2, [𝑢2,𝑢3] = −2𝑢3,

[𝑢2,𝑢4] = −𝑢4

2.52.2

[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢1,
[𝑢2,𝑢3] = (𝑝+ 𝑠)𝑒1 + 𝑟𝑒2 + 𝑢2 − 2𝑟𝑢4, [𝑢2,𝑢4] = 2𝑟𝑢1,
[𝑢3,𝑢4] = −𝑟𝑒1 + (𝑝− 𝑠)𝑒2 − 2𝑟𝑢2 − 𝑢4, 𝑟 ⩾ 0, 𝑠 ⩾ 0

2.52.3
[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = −(𝑟 + 𝑠)𝑒1 − 𝑢4,

[𝑢2,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢3,𝑢4] = (𝑠− 𝑟)𝑒2 − 𝑢2, 𝑠 ⩾ 0

2.52.4
[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = (1 + 𝑠)𝑒1,

[𝑢3,𝑢4] = (1− 𝑠)𝑒2, 𝑠 ⩾ 0

2.52.5
[𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = −(1 + 𝑠)𝑒1,

[𝑢3,𝑢4] = (𝑠− 1)𝑒2, 𝑠 ⩾ 0

2.52.6 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑒1

2.52.7 [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢1

3.11.1
[𝑒1,𝑒3] = 𝑒3, [𝑒2,𝑒3] = −𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢4,

[𝑒3,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒3,𝑢3] = −𝑢4

3.12.1
[𝑒1,𝑒3] = 2𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢1] = 𝑢2,

[𝑒2,𝑢2] = −𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢3, [𝑒3,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒3,𝑢4] = 𝑢2

3.21.1

[𝑒1,𝑒2] = 𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = 𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢4,
[𝑒2,𝑢4] = −2𝑒2, [𝑒3,𝑢2] = −2𝑒3, [𝑒3,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒3,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢1,𝑢2] = 2𝑒3 − 𝑢1,

[𝑢1,𝑢3] = 𝑢2 + 𝑢4, [𝑢1,𝑢4] = 2𝑒2 − 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = −2𝑢3, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2 − 𝑢4, [𝑢3,𝑢4] = 2𝑢3

3.21.2

[𝑒1,𝑒2] = 𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = 𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢4,
[𝑒2,𝑢4] = −2𝑒2, [𝑒3,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒3,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = −𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2,

[𝑢3,𝑢4] = 2𝑢3

3.21.3
[𝑒1,𝑒3] = 2𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1,

[𝑒2,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒3,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒3,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒2

3.21.4
[𝑒1,𝑒2] = (1− λ)𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = (1 + λ)𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = λ𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3,
[𝑒1,𝑢4] = −λ𝑢4, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒3,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒3,𝑢4] = 𝑢1, λ ⩾ 0

3.22.1

[𝑒1,𝑒2] = 𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = 𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = −𝑒2 + 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2,
[𝑒2,𝑢4] = 𝑒3, [𝑒3,𝑢2] = −𝑒3, [𝑒3,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒3,𝑢4] = −𝑒2 − 𝑢1, [𝑢1,𝑢2] = 𝑒2 − 𝑢1,

[𝑢1,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = −𝑒3, [𝑢2,𝑢3] = −2𝑢3, [𝑢2,𝑢4] = −𝑢4

3.22.2
[𝑒1,𝑒2] = 𝑒2 − λ𝑒3, [𝑒1,𝑒3] = 𝑒3 + λ𝑒2, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = λ𝑢4, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3,
[𝑒1,𝑢4] = −λ𝑢2, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒3,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒3,𝑢4] = −𝑢1, λ ⩾ 0

3.31.1
[𝑒1,𝑒2] = −𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = 𝑒3, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢4,
[𝑒3,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒3,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑝𝑒3 + 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = −𝑝𝑒2 − 𝑢4

3.31.2
[𝑒1,𝑒2] = −𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = 𝑒3, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢4,

[𝑒3,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒3,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒3, [𝑢3,𝑢4] = −𝑒2

3.31.3
[𝑒1,𝑒2] = −𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = 𝑒3, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢4,

[𝑒3,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒3,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = −𝑒3, [𝑢3,𝑢4] = 𝑒2

3.31.4
[𝑒1,𝑒2] = −𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = 𝑒3, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢4,

[𝑒3,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒3,𝑢4] = 𝑢1

3.32.1
[𝑒1,𝑒2] = −𝑒3, [𝑒1,𝑒3] = 𝑒2, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2,
[𝑒3,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒3,𝑢4] = −𝑢1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑝𝑒2 + 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑝𝑒3 − 𝑢4
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3.32.2
[𝑒1,𝑒2] = −𝑒3, [𝑒1,𝑒3] = 𝑒2, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2,

[𝑒3,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒3,𝑢4] = −𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑒3

3.32.3
[𝑒1,𝑒2] = −𝑒3, [𝑒1,𝑒3] = 𝑒2, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2,

[𝑒3,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒3,𝑢4] = −𝑢1, [𝑢2,𝑢3] = −𝑒2, [𝑢3,𝑢4] = −𝑒3

3.32.4
[𝑒1,𝑒2] = −𝑒3, [𝑒1,𝑒3] = 𝑒2, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒1,𝑢4] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2,

[𝑒3,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒3,𝑢4] = −𝑢1

3.41.1
[𝑒1,𝑒2] = 2𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = −2𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢4,

[𝑒2,𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒3,𝑢1] = 𝑢2, [𝑒3,𝑢4] = −𝑢3

3.42.1

[𝑒1,𝑒2] = 2𝑒3, [𝑒1,𝑒3] = −2𝑒2, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢4, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2,
[𝑒2,𝑒3] = 2𝑒1, [𝑒2,𝑢1] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢3, [𝑒3,𝑢1] = 𝑢4,

[𝑒3,𝑢2] = 𝑢3, [𝑒3,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒3,𝑢4] = −𝑢1

3.51.1
[𝑒1,𝑒2] = 2𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = −2𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = 2𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −2𝑢3, [𝑒2,𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1,
[𝑒2,𝑢3] = −2𝑢2, [𝑒3,𝑢1] = 2𝑢2, [𝑒3,𝑢2] = −𝑢3, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢3

3.51.2
[𝑒1,𝑒2] = 2𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = −2𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = 2𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −2𝑢3, [𝑒2,𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1,
[𝑒2,𝑢3] = −2𝑢2, [𝑒3,𝑢1] = 2𝑢2, [𝑒3,𝑢2] = −𝑢3, [𝑢1,𝑢2] = 𝑒2, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒3

3.51.3
[𝑒1,𝑒2] = 2𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = −2𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = 2𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −2𝑢3, [𝑒2,𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1,

[𝑒2,𝑢3] = −2𝑢2, [𝑒3,𝑢1] = 2𝑢2, [𝑒3,𝑢2] = −𝑢3, [𝑢1,𝑢2] = −𝑒2, [𝑢1,𝑢3] = −𝑒1, [𝑢2,𝑢3] = −𝑒3

3.51.4
[𝑒1,𝑒2] = 2𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = −2𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = 2𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −2𝑢3, [𝑒2,𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1,

[𝑒2,𝑢3] = −2𝑢2, [𝑒3,𝑢1] = 2𝑢2, [𝑒3,𝑢2] = −𝑢3

3.52.1
[𝑒1,𝑒2] = −𝑒3, [𝑒1,𝑒3] = 𝑒2, [𝑒1,𝑢1] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑒3] = −𝑒1, [𝑒2,𝑢1] = −𝑢3,
[𝑒2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒3,𝑢2] = −𝑢3, [𝑒3,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢2,𝑢4] = 𝑢2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑢3

3.52.2
[𝑒1,𝑒2] = −𝑒3, [𝑒1,𝑒3] = 𝑒2, [𝑒1,𝑢1] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑒3] = −𝑒1, [𝑒2,𝑢1] = −𝑢3,
[𝑒2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒3,𝑢2] = −𝑢3, [𝑒3,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢2] = 𝑒1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒2, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒3

3.52.3
[𝑒1,𝑒2] = −𝑒3, [𝑒1,𝑒3] = 𝑒2, [𝑒1,𝑢1] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑒3] = −𝑒1, [𝑒2,𝑢1] = −𝑢3,
[𝑒2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒3,𝑢2] = −𝑢3, [𝑒3,𝑢3] = 𝑢2, [𝑢1,𝑢2] = −𝑒1, [𝑢1,𝑢3] = −𝑒2, [𝑢2,𝑢3] = −𝑒3

3.52.4
[𝑒1,𝑒2] = −𝑒3, [𝑒1,𝑒3] = 𝑒2, [𝑒1,𝑢1] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑒3] = −𝑒1, [𝑒2,𝑢1] = −𝑢3,

[𝑒2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒3,𝑢2] = −𝑢3, [𝑒3,𝑢3] = 𝑢2

4.11.1
[𝑒1,𝑒3] = 𝑒3, [𝑒1,𝑒4] = 𝑒4, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑒3] = −𝑒3, [𝑒2,𝑒4] = 𝑒4,

[𝑒2,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢4, [𝑒3,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒3,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒4,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒4,𝑢4] = 𝑢1

4.12.1
[𝑒1,𝑒3] = 𝑒3, [𝑒1,𝑒4] = 𝑒4, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑒3] = −𝑒4, [𝑒2,𝑒4] = 𝑒3,

[𝑒2,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢2, [𝑒3,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒3,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒4,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒4,𝑢4] = −𝑢1

4.21.1

[𝑒1,𝑒3] = 2𝑒3, [𝑒1,𝑒4] = −2𝑒4, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢4,
[𝑒2,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢4, [𝑒3,𝑒4] = 𝑒1, [𝑒3,𝑢2] = 𝑢1,

[𝑒3,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒4,𝑢1] = 𝑢2, [𝑒4,𝑢4] = −𝑢3, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1 + 3𝑒2, [𝑢1,𝑢4] = 2𝑒3, [𝑢2,𝑢3] = 2𝑒4,
[𝑢2,𝑢4] = −𝑒1 + 3𝑒2

4.21.2

[𝑒1,𝑒3] = 2𝑒3, [𝑒1,𝑒4] = −2𝑒4, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢4,
[𝑒2,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢4, [𝑒3,𝑒4] = 𝑒1, [𝑒3,𝑢2] = 𝑢1,

[𝑒3,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒4,𝑢1] = 𝑢2, [𝑒4,𝑢4] = −𝑢3

4.22.1

[𝑒1,𝑒3] = 2𝑒4, [𝑒1,𝑒4] = −2𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢4, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2,
[𝑒2,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢1, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢2, [𝑒3,𝑒4] = 2𝑒1, [𝑒3,𝑢1] = −𝑢2,
[𝑒3,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒3,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒3,𝑢4] = 𝑢3, [𝑒4,𝑢1] = 𝑢4, [𝑒4,𝑢2] = 𝑢3, [𝑒4,𝑢3] = −𝑢2,

[𝑒4,𝑢4] = −𝑢1, [𝑢1,𝑢2] = −𝑒3, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1 + 3𝑒2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑒4, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒4,
[𝑢2,𝑢4] = −𝑒1 + 3𝑒2, [𝑢3,𝑢4] = −𝑒3
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4.22.2

[𝑒1,𝑒3] = 2𝑒4, [𝑒1,𝑒4] = −2𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢4, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2,
[𝑒2,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢1, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢2, [𝑒3,𝑒4] = 2𝑒1, [𝑒3,𝑢1] = −𝑢2,
[𝑒3,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒3,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒3,𝑢4] = 𝑢3, [𝑒4,𝑢1] = 𝑢4, [𝑒4,𝑢2] = 𝑢3, [𝑒4,𝑢3] = −𝑢2,
[𝑒4,𝑢4] = −𝑢1, [𝑢1,𝑢2] = 𝑒3, [𝑢1,𝑢3] = −𝑒1 − 3𝑒2, [𝑢1,𝑢4] = −𝑒4, [𝑢2,𝑢3] = −𝑒4,

[𝑢2,𝑢4] = 𝑒1 − 3𝑒2, [𝑢3,𝑢4] = 𝑒3

4.22.3

[𝑒1,𝑒3] = 2𝑒4, [𝑒1,𝑒4] = −2𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢4, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢1, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢2,
[𝑒2,𝑢1] = 𝑢3, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢1, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢2, [𝑒3,𝑒4] = 2𝑒1, [𝑒3,𝑢1] = −𝑢2,
[𝑒3,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒3,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒3,𝑢4] = 𝑢3, [𝑒4,𝑢1] = 𝑢4, [𝑒4,𝑢2] = 𝑢3, [𝑒4,𝑢3] = −𝑢2,

[𝑒4,𝑢4] = −𝑢1

4.23.1

[𝑒1,𝑒3] = 2𝑒3, [𝑒1,𝑒4] = −2𝑒4, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢4,
[𝑒2,𝑢1] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢3, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢1, [𝑒3,𝑒4] = 𝑒1, [𝑒3,𝑢2] = 𝑢1,

[𝑒3,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒4,𝑢1] = 𝑢2, [𝑒4,𝑢4] = −𝑢3, [𝑢1,𝑢2] = 3𝑒2, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1, [𝑢1,𝑢4] = 2𝑒3,
[𝑢2,𝑢3] = 2𝑒4, [𝑢2,𝑢4] = −𝑒1, [𝑢3,𝑢4] = 3𝑒2

4.23.2

[𝑒1,𝑒3] = 2𝑒3, [𝑒1,𝑒4] = −2𝑒4, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢4,
[𝑒2,𝑢1] = −𝑢4, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢3, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒2,𝑢4] = 𝑢1, [𝑒3,𝑒4] = 𝑒1, [𝑒3,𝑢2] = 𝑢1,

[𝑒3,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒4,𝑢1] = 𝑢2, [𝑒4,𝑢4] = −𝑢3

4.31.1

[𝑒1,𝑒2] = 2𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = −2𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢4,
[𝑒2,𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒3,𝑢1] = 𝑢2, [𝑒3,𝑢4] = −𝑢3, [𝑒4,𝑢3] = −𝑢2,

[𝑒4,𝑢4] = 𝑢1, [𝑢3,𝑢4] = 𝑒4

4.31.2

[𝑒1,𝑒2] = 2𝑒2, [𝑒1,𝑒3] = −2𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢4,
[𝑒2,𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒3,𝑢1] = 𝑢2, [𝑒3,𝑢4] = −𝑢3, [𝑒4,𝑢3] = −𝑢2,

[𝑒4,𝑢4] = 𝑢1

5.11.1

[𝑒1,𝑒3] = 2𝑒3, [𝑒1,𝑒4] = −2𝑒4, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢4,
[𝑒2,𝑒5] = 2𝑒5, [𝑒2,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢4, [𝑒3,𝑒4] = 𝑒1,
[𝑒3,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒3,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒4,𝑢1] = 𝑢2, [𝑒4,𝑢4] = −𝑢3, [𝑒5,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒5,𝑢4] = 𝑢1

6.11.1

[𝑒1,𝑒3] = 2𝑒3, [𝑒1,𝑒4] = −2𝑒4, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢4,
[𝑒2,𝑒5] = 2𝑒5, [𝑒2,𝑒6] = −2𝑒6, [𝑒2,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢4,
[𝑒3,𝑒4] = 𝑒1, [𝑒3,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒3,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒4,𝑢1] = 𝑢2, [𝑒4,𝑢4] = −𝑢3, [𝑒5,𝑒6] = −𝑒2,

[𝑒5,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒5,𝑢4] = 𝑢1, [𝑒6,𝑢1] = −𝑢4, [𝑒6,𝑢2] = 𝑢3, [𝑢1,𝑢2] = 2𝑒5, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒1 + 𝑒2,
[𝑢1,𝑢4] = 2𝑒3, [𝑢2,𝑢3] = 2𝑒4, [𝑢2,𝑢4] = −𝑒1 + 𝑒2, [𝑢3,𝑢4] = 2𝑒6

6.11.2

[𝑒1,𝑒3] = 2𝑒3, [𝑒1,𝑒4] = −2𝑒4, [𝑒1,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒1,𝑢2] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒1,𝑢4] = 𝑢4,
[𝑒2,𝑒5] = 2𝑒5, [𝑒2,𝑒6] = −2𝑒6, [𝑒2,𝑢1] = 𝑢1, [𝑒2,𝑢2] = 𝑢2, [𝑒2,𝑢3] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢4] = −𝑢4,
[𝑒3,𝑒4] = 𝑒1, [𝑒3,𝑢2] = 𝑢1, [𝑒3,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒4,𝑢1] = 𝑢2, [𝑒4,𝑢4] = −𝑢3, [𝑒5,𝑒6] = −𝑒2,

[𝑒5,𝑢3] = −𝑢2, [𝑒5,𝑢4] = 𝑢1, [𝑒6,𝑢1] = −𝑢4, [𝑒6,𝑢2] = 𝑢3

6.12.1

[𝑒1,𝑒2] = −𝑒4, [𝑒1,𝑒3] = −𝑒5, [𝑒1,𝑒4] = 𝑒2, [𝑒1,𝑒5] = 𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1,
[𝑒2,𝑒3] = −𝑒6, [𝑒2,𝑒4] = −𝑒1, [𝑒2,𝑒6] = 𝑒3, [𝑒2,𝑢1] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒3,𝑒5] = −𝑒1,
[𝑒3,𝑒6] = −𝑒2, [𝑒3,𝑢1] = −𝑢4, [𝑒3,𝑢4] = 𝑢1, [𝑒4,𝑒5] = −𝑒6, [𝑒4,𝑒6] = 𝑒5, [𝑒4,𝑢2] = −𝑢3,
[𝑒4,𝑢3] = 𝑢2, [𝑒5,𝑒6] = −𝑒4, [𝑒5,𝑢2] = −𝑢4, [𝑒5,𝑢4] = 𝑢2, [𝑒6,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒6,𝑢4] = 𝑢3,

[𝑢1,𝑢2] = 𝑒1, [𝑢1,𝑢3] = 𝑒2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑒3, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒4, [𝑢2,𝑢4] = 𝑒5, [𝑢3,𝑢4] = 𝑒6
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6.12.2

[𝑒1,𝑒2] = −𝑒4, [𝑒1,𝑒3] = −𝑒5, [𝑒1,𝑒4] = 𝑒2, [𝑒1,𝑒5] = 𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1,
[𝑒2,𝑒3] = −𝑒6, [𝑒2,𝑒4] = −𝑒1, [𝑒2,𝑒6] = 𝑒3, [𝑒2,𝑢1] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒3,𝑒5] = −𝑒1,
[𝑒3,𝑒6] = −𝑒2, [𝑒3,𝑢1] = −𝑢4, [𝑒3,𝑢4] = 𝑢1, [𝑒4,𝑒5] = −𝑒6, [𝑒4,𝑒6] = 𝑒5, [𝑒4,𝑢2] = −𝑢3,
[𝑒4,𝑢3] = 𝑢2, [𝑒5,𝑒6] = −𝑒4, [𝑒5,𝑢2] = −𝑢4, [𝑒5,𝑢4] = 𝑢2, [𝑒6,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒6,𝑢4] = 𝑢3,

[𝑢1,𝑢2] = −𝑒1, [𝑢1,𝑢3] = −𝑒2, [𝑢1,𝑢4] = −𝑒3, [𝑢2,𝑢3] = −𝑒4, [𝑢2,𝑢4] = −𝑒5, [𝑢3,𝑢4] = −𝑒6

6.12.3

[𝑒1,𝑒2] = −𝑒4, [𝑒1,𝑒3] = −𝑒5, [𝑒1,𝑒4] = 𝑒2, [𝑒1,𝑒5] = 𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1,
[𝑒2,𝑒3] = −𝑒6, [𝑒2,𝑒4] = −𝑒1, [𝑒2,𝑒6] = 𝑒3, [𝑒2,𝑢1] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒3,𝑒5] = −𝑒1,
[𝑒3,𝑒6] = −𝑒2, [𝑒3,𝑢1] = −𝑢4, [𝑒3,𝑢4] = 𝑢1, [𝑒4,𝑒5] = −𝑒6, [𝑒4,𝑒6] = 𝑒5, [𝑒4,𝑢2] = −𝑢3,
[𝑒4,𝑢3] = 𝑢2, [𝑒5,𝑒6] = −𝑒4, [𝑒5,𝑢2] = −𝑢4, [𝑒5,𝑢4] = 𝑢2, [𝑒6,𝑢3] = −𝑢4, [𝑒6,𝑢4] = 𝑢3

6.13.1

[𝑒1,𝑒2] = −𝑒4, [𝑒1,𝑒3] = −𝑒5, [𝑒1,𝑒4] = 𝑒2, [𝑒1,𝑒5] = 𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1,
[𝑒2,𝑒3] = −𝑒6, [𝑒2,𝑒4] = −𝑒1, [𝑒2,𝑒6] = 𝑒3, [𝑒2,𝑢1] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒3,𝑒5] = 𝑒1,
[𝑒3,𝑒6] = 𝑒2, [𝑒3,𝑢1] = 𝑢4, [𝑒3,𝑢4] = 𝑢1, [𝑒4,𝑒5] = −𝑒6, [𝑒4,𝑒6] = 𝑒5, [𝑒4,𝑢2] = −𝑢3,

[𝑒4,𝑢3] = 𝑢2, [𝑒5,𝑒6] = 𝑒4, [𝑒5,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒5,𝑢4] = 𝑢2, [𝑒6,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒6,𝑢4] = 𝑢3, [𝑢1,𝑢2] = 𝑒1,
[𝑢1,𝑢3] = 𝑒2, [𝑢1,𝑢4] = −𝑒3, [𝑢2,𝑢3] = 𝑒4, [𝑢2,𝑢4] = −𝑒5, [𝑢3,𝑢4] = −𝑒6

6.13.2

[𝑒1,𝑒2] = −𝑒4, [𝑒1,𝑒3] = −𝑒5, [𝑒1,𝑒4] = 𝑒2, [𝑒1,𝑒5] = 𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1,
[𝑒2,𝑒3] = −𝑒6, [𝑒2,𝑒4] = −𝑒1, [𝑒2,𝑒6] = 𝑒3, [𝑒2,𝑢1] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒3,𝑒5] = 𝑒1,
[𝑒3,𝑒6] = 𝑒2, [𝑒3,𝑢1] = 𝑢4, [𝑒3,𝑢4] = 𝑢1, [𝑒4,𝑒5] = −𝑒6, [𝑒4,𝑒6] = 𝑒5, [𝑒4,𝑢2] = −𝑢3,
[𝑒4,𝑢3] = 𝑢2, [𝑒5,𝑒6] = 𝑒4, [𝑒5,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒5,𝑢4] = 𝑢2, [𝑒6,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒6,𝑢4] = 𝑢3,

[𝑢1,𝑢2] = −𝑒1, [𝑢1,𝑢3] = −𝑒2, [𝑢1,𝑢4] = 𝑒3, [𝑢2,𝑢3] = −𝑒4, [𝑢2,𝑢4] = 𝑒5, [𝑢3,𝑢4] = 𝑒6

6.13.3

[𝑒1,𝑒2] = −𝑒4, [𝑒1,𝑒3] = −𝑒5, [𝑒1,𝑒4] = 𝑒2, [𝑒1,𝑒5] = 𝑒3, [𝑒1,𝑢1] = −𝑢2, [𝑒1,𝑢2] = 𝑢1,
[𝑒2,𝑒3] = −𝑒6, [𝑒2,𝑒4] = −𝑒1, [𝑒2,𝑒6] = 𝑒3, [𝑒2,𝑢1] = −𝑢3, [𝑒2,𝑢3] = 𝑢1, [𝑒3,𝑒5] = 𝑒1,
[𝑒3,𝑒6] = 𝑒2, [𝑒3,𝑢1] = 𝑢4, [𝑒3,𝑢4] = 𝑢1, [𝑒4,𝑒5] = −𝑒6, [𝑒4,𝑒6] = 𝑒5, [𝑒4,𝑢2] = −𝑢3,
[𝑒4,𝑢3] = 𝑢2, [𝑒5,𝑒6] = 𝑒4, [𝑒5,𝑢2] = 𝑢4, [𝑒5,𝑢4] = 𝑢2, [𝑒6,𝑢3] = 𝑢4, [𝑒6,𝑢4] = 𝑢3
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